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0 Inledning

Denna artikel tjdnar som en uppfoljning av [Fur22a) och en férberedelse infor
[Fur22b].

I ménga sammangang, inte minst da vi vill férmedla information, dr det menings-
fullt att betrakta vdgledare. Dessa &r strukturer som leder elektromagnetiska
falt, sa att deras forluster ldngs eller i strukturen inte lider av férluster pa samma
sitt som om filtet hade spritts éver hela rummet. Inom mikrovagsomradet och
optiken ar tillimpningen av vagledare utbredd.

Antenner ar en annan struktur som har stora tillimpningar fér infomrationsfor-
medling. De tillater oss att utstrala falt av given frekvens i olika geometrier.



1 Allmina matematiska forenklingar for fix
propagationsriktning

For att forenkla studier av vagledare avsevart fixerar vi en propagationsrikt-
ning for vagrorelsen i vagledaren. Vi viljer, sa som traditionen bjuder, att
vagorna propagerar i z-riktningen. Da delar vi upp ett vektorfalt med rumsliga
komponenter enligt

(0) V=Vr+V,

Dér den forsta termen ar den transversella delen, som alltsa pekar i xy-planet,
och den andra termen beskriver z-komponenten. Vi kan d& notera de algebraiska
relationerna:

(1) ’IIZXV:TLZXVT
(2) N, X (TLZ X VT) = —VT

Vi delar &ven upp den rumsliga differentialoperatorn:

(3) V=Vr+0,

Och pa samma sitt har vi:
(4) nszanxVT
(5) n, X (ny x Vp) = —=Vr

Laplaceoperatorn blir da:

(6) A = V2 + 02

1.0 Forenklingar i isotropa material

Vi stoppar in vara forenklingar i Maxwells ekvationer for en region utan kéllter-
mer och far Faradays och Amperes lagar:

(7) V x E=—iwpH, V xH =iweE
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Da far vi for vara transversella och longitudinella komponenter:

(8) n, X (VX E)=—iwung x H, n, x(VxH)=1iwenz X E

(9) n, (VX E)=—iwpH,, n, (VxH)=iweE,

Skriver vi nu detta pa var nya form far vi

(10) VTEZ — 8ZET = —iw;mz X HT7 VTHZ — 8ZHT = iWGnZ X ET

(11) Vr-(n, x Er) =iwpH,, Vr-(n,x Hr)=—iwekE,

I homogena material, alltsa €, u konstanta, giller att E och H &r divergensfria,
som pa var form kan skrivas som:

(12) Vr-Er+0,E, =0, Vr-Hr+0.H,=0

1.1 Uppdelning av vagrorelse

P& samma sitt som tidigare kan vi ocksa skriva upp en helmholtzekvation pa
formen:

(13) (A+E)E(r) =0, (A+E*)B(r)=0

Med k = w,/ep vagtalet for den givna frekvensen som édven kommer bero
pé egenskaperna hos materialet. Vi vill nu betrakta l6sningar som separera-
de i transversell och longitudinell riktning ldngs propagationen. Vi delar pa
ortsvektorn:

(14) r=p+z

Dar p beskriver den transversella delen och z den longitudinella. Vi séker alltsa
l6sningar som &r separerade i dessa variabler och gor ansatsen:

(15) E(r) = E(p)f(z), H(r)=H(p)f(2)



Har uppmaérksammas lasaren pa att olika funktioner givits samma namn men
argumentet kommer undanréja tveksamheter i vilken funktion som asyftas. Nu
kan vanlig variabelseparation tillimpas (se exempelvis [Fol09] om du som lasare
kénner dig obekvdm med vaiabelsepartionsmetoder). Eftersom forfarandet &r
exakt likadant for E och H sé skriver vi allmént u(r) = u(p)f(z) och 16ser den:

Grulp) , Of(2)

u(p) T i) 0

(16)

Vi bérjar med f och skriver om enligt:

02f(2)
f(2)

(17) =—n’

Och l6ser i vanlig ordning. Losningarna blir pa formen:

(18) f(z) = kit

Dar konventionen &r att positiv exponent svarar mot vagor som ror sig i
negativ z-riktning och tvirt om for negativ exponent. Nu fortsdtter vi med den
transvesella delen och far:

(19) Vau(p) + (K — *)u(p) = 0

Later vi nu k? — h? = ¢? far vi att u(p) uppfyller en ny helmholtzekvation i
transversalplanet enligt:

(20) (VZ +¢*)ulp) =0
Vi har nu tre helmholtzekvationer och tre tillhérande vagtal:

0. k: Vagtalet i materialet, det fullstindiga vdgtalet
1. h: Vagtalet for f(z), det longitudinella vagtalet

2. q: Vagtaoet for u(p), det transversella vagtalet

Dessa tre uppfyller villkoret:

(21) K =g¢* +h?



Nu nér vi har separerat 16sningarna till helmholtzekvation har vi att vi kan gora
ersittningen 0, — —ih. Manipulerar vi vara maxwellekvationer sa kan vi nu
skriva de transversella komponenterna av E¥ och H i termer av de longitudinella
enligt;

—1
(22) ET = ?[hVTEZ — lmnz X VTHZ]

- k
(23) Hy = ?;[thHz + e X VrE]

Dér vi infort faktorn n = \/g som bestdms av materialets egenskaper. 7 kallas
for vagimpedansen. Vi bor har notera att om vi kdnner till de longitudinella
falten sa kan de totala filten berdknas fran dem tack vare ekvationerna ovan.

Vi avslutar med att sdtta in dessa uttryck fér de transversella komponenterna i
vara maxwellekvationer (ekvationer [10]och far vi:

(24) —q%[th (n2 x VpEB.) + knV3H.] = jknH.

: k k
(25) —qiz[th - (ns x VpH,) — Ev%EZ} =, P

Vi noterar att den forsta termen inom varje av hakparenteserna i uttrycken
forsvinner (Vr - (n, x Vyou = —n, - (Vr x Vru)) = 0). Déarfor far vi att de
longitudinella komponenterna bada var for sig uppfyller helmholtzekvationer:

(26) (V2 +¢*)u=0

Denna matetmatiska inledning syftade till att forbereda notationen fér kom-
mande diskussion av vagledare.



Figur 0: Notation for geometrin for en metallisk vagledare. © dr innanddmet,
I' = 0Q é&r dess rand, n ar en utatriktad normal och 7 &dr en tangentiell
normalriktning. Notera att positiv z—riktning ar ut ur papperet.

2 Metalliska vagledare

Héar borjar en mer praktisk diskussion om vagledare som inleds med ett viktigt
fall. Den forsta typen av vagledare som beaktas &r den slutna halrumsvagledaren,
som bestar av en halighet innesluten i ett ledande material. Vi kan tidnka oss
ett ror vars syfte dr att leda en EM-vag fran en plats till en annan.

Vagledarens inre kallar vi for €2, och innerytan, som kallas mantelytan, be-
tecknar vi I'. Ytnormalen, n (notera att uttryck si som n, inte har nagot
med denna enhetsvektor att gora utan beskriver enhetsvektorn som pekar i
riktningen som Okar virdet av koordinaten z), ar riktad ut fran vagledaren,
alltsa in i den omgivande ledaren snarare &n in i haligheten. Vi infér ocksa en
tangentenhetsvektor, 7, sdidan att den alltid pekar vinkelrdtt mot bade n och
n,, och foljer mantelytans kontur, som vi kallar I, i positiv riktning for varje
z-plan med avseende pa n. Se figur [0] for schematisk bild.

2.0 Randvillkor

Nu nér vi beskrivit geometrin for vigledaren kan vi betrakta randvillkoren i
gransen som utgors av I'. For en perfekt ledande yta géller som bekant:

(27) nxE=0, n-B=0

Med var uppdelning och det konstitutiva sambandet, B = uH ger oss villkoren
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vid T" enligt:

(28) nxE=nxEpr+nxn,Ez

Har noterar vi att n x n, = 7 sa vi far ekvationen

(29) TLXET:TEZ

Den andra ekvationen ger:

(30) n-H=n-(Hr+nH,)=n-Hr =0

Vi noterar nu att i ekvation [29| ligger bade n och FEr helt i det transversella
planet, sa deras kryssprodukt ligger helt i riktningen n,. Eftersom hogerledet
helt ligger i det transversella planet kommer 16sningen av ekvationen ge de tva
villkoren som alltid méaste gélla vid gransytan I':

(31) E.=0, nxEr=0

Pa ett liknande satt kan motsvarande villkor fas for H:

(32) n-VrH, =0

Vad séger dessa randvillkor? Till och borja med far E inte ha ndgon komponent
i z-riktningen. Vidare méaste den transversella delen, Er, vara riktad helt utat,
i n-riktningen. Slutligen har vi ett villkor att riktningsderivatan av H, utat,
alltsa i n-riktningen, maste vara noll.

2.1 TM-, TE- och TEM-moder

Lat oss nu fundera pa EM-vagor som fardas langs vagledare. Om materialet
inuti vagledaren &ar isotropt sa kan vi anvénda vara kunskaper fran vagteorin.
Vi antar alltsi ett z—beroende for filten enligt e~***. Eftersom endast de
transversella beroendena dr okénda nu kan vi analysera teorin i planet som
utgdrs av ledarens tvérsnitt.

Vi har alltsd med helmholtzekvationerna och randvérdesekvationerna for E,(p):



(33) (VF+¢*)E:(p) = 8 pen

E.(p)=0. peT

Alltsé ett egenvirdesproblem i ett begrinsat tvadimensionellt omrade med
dirichletvillkor. P4 samma sitt har vi for H,(p):

(V3 +a*)H.(p) =
n-VrpH.(p) =

, pEQ

(34) peT
Vilket &r ett egenvirdesproblem i ett begrinsatt tvadimensionellt omrdde med
neumannvillkor. Losningarna till dessa tva ekvationssystem finns bara for dis-
kreta egenvirden och ar uppséttningar av ortogonala egenfunktioner. Eftersom
operatorn dr hermitesk sa dr egenviardena positiva och helt reella. Néar de lon-
gitudinella filten bestdmts kan de transversella fas ur dem enligt ekvation
och det longitudinella vagtalet kan bestdmmas fran ekvation Den to-
tala uppséattningen av filt som motsvarar ett egenviarde kallas egenvardets
vagledarmod.

Eftersom egenvirdesekvationerna dr oberoende har vi tva oberoende 16snings-
méangder. Vi kallar dessa for transversella magnetiska moder, TM, sadana att
H, = 0, respektive transversella elektriska moder, TE, sidana att E, = 0.

2.1.0 TM-moder

Vi har alltsd H, = 0. E, och ¢? bestims av egenvirdesproblemet ekvation
Ifran detta kan vi anvidnda ekvation for att erhalla de transversella filten:

—ih
(35) Er— q—’szEz
—ik
(36) Hy = —5-n. x V7 E,
q°n
Dessa kan relateras enligt
(37) Br = —Z"™n, x Hy
(38) Hp =Y™n, x By

Dir Z™ kallas for den karaktdristiska impedansen, och dess invers, Y™™ =
1/Z™ Xkalls for den karaktdristiska admittansen. De ges av

h
(39) Z™ — 77%



2.1.1 TE-moder

For TE-moder ar forfarandet i princip identiskt. Vi har alltsa E, = 0. H, och
¢® bestdms av egenvirdesproblemet ekvation Ifrdn detta kan vi anvdnda
ekvation 23] for att erhélla de transversella filten:

ik
(40) Er= Zq—fn x VrH,
—ih
(41) HT == quTHz
Dessa kan relateras enligt
(42) Er=—-Z"%n, x Hy
(43) HT = YTETLZ X ET

Dir ZT¥ &r karaktiristiska impedansen, och YTE = 1/Z"E den karaktdristiska
admittansen. De ges av

(44) 71k

2.1.2 Gransfrekvenser

Fran ekvation [21]| har vi att det longitudinella vagtalet, h, ges av:

(45) h=VE-E

Det transversella vagtalet, ¢, dr reellt (minns hermitesk operator), medan det
totala vagtalet, k, beror av frekvensen, w och materialparametrar, s det kan
vara komplext. Darfor kan det longitudinella vagtalet, h, vara komplext.

Om vi ténker oss att materialen i vagledaren inte tillfor energi (aktiva material)
s& bor imaginardelen enligt vara konventioner vara icke-positiv, sadan att den
ger en exponentiellt avtagande och ddrmed déampande effekt. Realdelen maste
fortfarande vara icke-negativ for att vagen skall propagera sa som vi antagit.
Ar materialen forlustfria blir imaginirdelen givetvis noll, och vigen propagerar
odédmpad.

For forlustfria material blir uppdelningen ganska simpel. Det longitudinella
vagtalet ar da alltsa:



h=+k%—¢2, k>q
(47) h = —i\k% — ¢2, k<gq
Vilket ger e~ % = ¢~z gch e7"* = ¢~ M2 yilka representerar vagutbredning
i z—led respektive ett falt som exponentiellt avtar i z—Iled.

LAater vi k vara givet s& inser vi att det bara finns ett visst antal egenvirden, ¢2
sddana att g < k. Det ar alltsa endast dessa som kan propagera i vagledaren.

For en given forlustfri mod finns alltsé en frekvens for vilken moden gér fran
att vara avtagande till att bli propagerande, och den fas alltsa da k = ¢ vilket,

med k = w,/eq, ger:

(48)

L=}
* 3l
=

Dar v kallas for fashastigheten. Vi har alltsd for en given mod att w > wy
innebér att vAgen kan propagera medan w < w, innebér att vigen kommer att
avta exponentiellt.

2.1.3 TEM-moder

En naturlig fraga vi kan stélla oss nu ar vad som hénder om vi har £, = H, = 0.
Till att borja med kan vi inse att hela vagtalet ligger utanfér det transversella
planet. Vi far fran ekvation [23| de transversella falten enligt:

(49) 0.Er = iwun, X Hr
(50) 8ZHT = —iwenz X ET

Deriverar vi med avsende pa z—koordinaten igen sa far vi

(51) (0> + k)Er =0

En 16sning som propagerar i z—led kan alltsa skrivas som

(52) Er(r) = Br(p)e”"**

Sambanden mellan E7 och Hr blir alltsa
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(53) ET = =1, X HT

1
(54) HT = —Nn, X ET
n

Eftersom vagtalet ligger helt ldngs den longitudinella riktningen har vi k = h
och ¢ = 0, vilket betyder att det inte finns nagon gransfrekvens utan vagor av
alla frekvenser kan for varje TEM-mod propagera.

TEM-moder kan inte uppsta i alla geometrier. Vidare omskrivningar av ekva-
tionerna fér en TEM-mod ger oss

(55) Er(p) = —Vr®(p)

For nagon skaldrpotential ®. Vidare skall denna uppfylla

(56) V3®(p) = 0

Med vara randvillkor far vi alltsd en laplaceekvation som bara har en triviell
16sning, Epr = 0, for vart randvillkor med konstant potential vilket saklart
innebér att Hr = 0. Alla falt ar alltsa noll och det ar inte sérskilt intressant
att studera ett fenomen som aldrig kan uppsta.

Det visar sig att om vi fordndrar var geometri en smula, sa att I' inte ldngre ar
sammanhéngande utan bestar av flera kroppar som kan ha olika potentialer
jamfort med varandra, kommer vi ha nollskilda TEM-moder. Ett viktigt exempel
ar koaxialkabeln, i vilken randen, T, bestir av tva koncentriska cylindrar (tva
koncentriska cirklar i tvérsnittet for konstant z—koordinat). I allmédnhet géller
att for NV icke sammanhéngande kroppar som utgor I' fas N —1 linjéart oberoende
TEM-moder.

2.1.4 Aterblick TE-, TM- och TEM-moder

Lat oss nu summera vara moder och fundera pa vad vi har kommit fram till.

I en kéllfri vagledare kan ett godtyckligt EM-filt skrivas som en summa av vara
tre olika modtyper. Antalet TEM-moder ar begrinsat av randvillkoren men
antalaet TE- och TM-moder &dr obegrénsat.

Om vi vill beskriva ett allmént falt av dessa moder s& far vi summera dem,
multiplicerade med var sin koefficient, a,. Vi har for filt som propagerar eller
avtar i z—riktning enligt
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(57) E* (r) = Z aj; [ETn(P) + E.n (p)nZ]e_ih"Z

(58) HY ) = " 6 (Hralp) + Hon(p)nsJe

Dér vi summerar o6ver alla moderna. Vi maste dock ta hénsyn till falt som
propagerar och avtar &t andra hallet, alltsd i negativ z—led. Dessa fas pa
motsvarande sétt, fast vi later den longitudinella komponenten av vagtalet vara
negativ, h — —h.

(59) E~(r) = Z a, [Ern(p) — E‘zn(p)nz}e-kihnz
(60) H™(r)= Z ay [=Hrn(p) + Hopn(p)nz)etiin?
n=1

Med de totala falten

Vi bor hir fraga oss om detta dr nagot slags bas for 16sningsméngden som vi
har arbetat fram och det visar sig att det &r det.

2.2 Ortogonalitet

Eftersom operatorn for vilken vi 16ste egenvardesekvationerna var hermitesk
vet vi att egenvirdena, ¢2, ar reella, vilket alltsd leder till reella egenfunktioner,
E, och H,.

Vi undersoker huruvida tva distinkta moder ar ortogonella. Tag tva egenvérden,
q2 # q2, och integrera z—komponenten ver hela tvirsnittsytan, 2.

(g0, — a2) / 2B By = / A2|Eyy Vo ELy — By Vo)
Q Q

(63) - / eV - [EenV1Eey — Eop V1 Ean]
Q

= /dé[Ezmn -NVrE., — E.un-V7E,;]
r

11



Dar vi anvant Greens identiteter. Exakt likaledes fas motsvarande relationer
for H. I allmanhet har vi

(64) / 2B By =0, G 7 n
Q

(65) /dszzmHzn - Oa dm 7é dn
Q

Moderna ar alltsa ortogonala. Vidare kan vi, enbart fér enkelhetens skull, nor-
mera dem pa sa sitt att (E,.,, E.n) = dmn, och pa samma sitt (H,.,, H,,) =
#émn. Med dessa samband kan vi enklare uttrycka energilagring och effekt-
transport i vagledaren.

2.2.0 Energilagring och effekttransport i vagledare

Utan att for djupt matematiskt griva ned oss (hirledningar finns i exempelvis
[Jac62] eller [Nor] for den nyfikne) fas att den lagrade energin i E-filten &r

e h?
(66) /dsz%% ) (E%:rl\z/[) = | 2| Ormn
Q m
k 2
(67) [ g T - LLiar
Q m
(65) [ E2EE BT = 6o
Q
(69) [ aEEs BT =0
Q
(70) / P EFEM . (EIV) = 0
Q
(71) / P ETEM . (BTE) = 0
Q

Ifrén admittanssammanbanden, exempelvis ekvation 3] kan liknande relationer
fas for energin i H-falten
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2
(72) [ ern T = S,
qz,In|
Tn 2 o Ymn
am ||
(74) /d2 HEEM - (HIEM) = ‘1|25

Slutligen kan vi skriva upp effekttransporten i vagledaren som

—r khm
(75) [ E2ER T = 525,
) 7]
Bk
(76) /dszgg ’ (HJTE) = ?&rm
) ]
s
(77) / PaEppN - (HEEM) = %5,%
Q

2.3 Sarskild geometri: Rektangulidra vagledare

Nu ska vi studera specifika geometrier. Lat oss tdnka ooss en rektanguldr
vagledare sadan att ett tvérsnitt med konstant z—koordinat och rotera den sa
att den har ett par sidor ldngs x—riktningen med ldngd a och ett par langs
y—riktningen med langd b (se figur .

Det finns uppenbarligen inga TEM-moder eftersom randen &r en sammanhéng-
ande rektangel. Vi gar i stéllet till TM-moderna och léser egenvirdesekvationen
med randvillkor enligt

(78) (07 + 05 + ¢*) Ex(,y) = 0
(79) Ez(07y) = Ez(a7y) =
(80) E.(z,0) = E,(z,b) =

Detta 16ses med variabelseparationsmetoder (se exempelvis [Fol09]). Egenvirden
och egenfunktioner fas enligt

2.2 2.2
™ __ mem nem
(81) an - a2 b2
2
(82) Eomn (1'7 y) = sin mmre sin nmr




d

O TR X
=
Figur 1: Notation for rektangulédr vagledare med sidorna a och b.

For TE-moder far vi en liknande ekvation men med neumannvillkor i stallet for
dirichletvillkor.

(83) (07 + 0y + ¢*)H-(2,y) = 0
(84) 0. H,(0,y) = 0,H,(a,y) =0
(85) 0, H.(x,0) = 0,H.(x,b) =0

P& samma sétt som tidigare kan vi separera variabler och fa

2.2 2.2

g [mPm?  nim
(86) Amn = a2 b_2
(87) Homn(2,y) = V2= 900)(2 = o) cos L oog T2

In|v/ab a b

Vi bor hér notera att egenvirdena blir desamma. I TM-fallet kan varken m eller
n vara 0, men i TE-fallet kan en av dem vara det men inte bada fér da hade
egenvairdet varit 0. Hade nagon varit det i TM-fallet hade vi haft en TEM-mod
vilket vi inte kan i denna geometri.

2.3.0 Degeneration i rektangulir vagledare

Eftersom TE- och TM-moder delar egenvérde &r de degenererade och i allménhet
hor tvé egenfunktioner till varje egenvirde. Okar vi symmetrin ytterligare sa
att a = b, dvs kvadratiskt tvirsnitt, sa ar degenerationen i allménhet fyrfaldig i
stéllet.
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Oz
Figur 2: Notation for cirkuldr vagledare med radie a.

2.4 Sarskild geometri: Cirkuldra vagledare

En annan sirskild geometri &r den med cirkulért tvirsnitt med radie a. Till att
boérja med ar randen sammanhingande sa TEM-moder finns inte. Vi gar till
polara koordinater, (p, ¢) (se figur . I TM-fallet far vi helmholtzekvationen
och randvillkoret

(33) (50000, + 0%+ ¢)E-(p.) =0
(9) F.(0,6) =0

Lat oss separera E, = P(p)®(¢). DA far vi

Vi 16ser i vanlig ordning och boérjar med ® som ger ett periodiskt egenvardes-
problem
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(92) D +n’® =0
(93) (P + 2m) = B(o)

som 16ses av cos(ng) och sin(n¢) med n icke negativa heltal. Sedan far vi

(94) P*O5P + pd,P + (¢°p* —n*)P =0
(95) P(a) =0

Vi kénner igen losningarna till denna som Bessels funktioner av forsta och andra
slaget. Emellertid forsvinner de av andra slaget eftersom de inte dr begrinsade
i p=0. Saledes far vi 16sningarna J,,(gp), med randvillkoret J,,(ga) = 0. I sin
helhet far vi egenvirdena och egenfunktionerna:

™ _ fmin
(97) Ezmn (p7 ¢) = EOnm cos(n¢)Jn (gmng)
(98) Ben(p:®) = Eonm sin(n6) 1 (6mn” )

Dar &, betecknar mte nollstéllet till J,,.

For TE-fallet far vi exakt samma situation férutom randvillkoret f6r den radiella
delen, dar vi i stillet for att den ska vara noll pa randen kraver dess derivata
att vara noll. Vi kréver alltsa 0,J,(gp) = 0 vid p = a. Detta ger samma resul-
tat forutom att egenvérdena representerar nollstéllen till besselfunktionernas
derivator i stéllet. Vi infor ¢, som det mte nollstéllet till J},, och far

T™ _ Smn
(99) mn =~
(100) Ezmn (pv ¢) = HOnm cos(nqS)Jn (Cng)
(101) Eemn(p: €)= Hom sin(n9)Jy (Gn2 )

2.5 Icke propagerande moder

De icke propagerande moderna finns endast i narheten av matningspunkter
eller vid diskontinuiteter eftersom de dor av exponentiellt med avstand. Icke-
propagerande TM-moder bar elektrisk féltenergi och far alltsd en kapacitiv
karaktir, medan TE-moder bar mest magnetisk och far alltsd en induktiv
karaktar..
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2.6 Bestamning av modkoefficienter vid inkoppling av
signal i vagledare

Av Lorentz reciprocitetssats far vi ett forhallande mellan stromtéthet och falten.
Dérifran kan koefficienterna for de olika moderna fas. I allménhet ar det svart
att kdnna en stromtéathet s man far géra approximationer och gissa sig fram.

2.7 Modanpassning

For att analysera diskontinuiteter i vagledare kan modanpassning anvindas.
Vid en diskontinuitet kopplas féltet som bestar av en linjarkombination av de
olika moderna och det resulterande féltet blir en annan linjirkombination av de
sa kallade spridda moderna. Forhallandet mellan infallande och spridda moder
beskrivs med en spridningsoperator. Metoden passar vél till enklare geometrier
som har analytisk 16sning och spridning sadan att anpassningen kan goras
analytiskt.

2.7.0 Reaktiva element i vagledare, blédndare

Ett reaktivt element kan anvdndas for att anpassa impedansen. Dessa kan reali-
seras med tunna metallplatar, bldndare, som har 6ppningar enligt en specifik
geometri. Réknar vi pa randvillkoren for filten vid metallytorna nir grundmo-
den faller in mot bldndaren s exciteras de 6vriga moderna mer eller mindre.
Om endast grundmoden kan propagera sa fas en reflekterad grundmod, en trans-
mitterad grundmod och ett antal hogre ordningens moder som inte propagerar
utan dor av exponentiellt i rummet. De hégre moderna paverkar alltsa bara
filtet lokalt. Beroende pa blandarens utformning sa kommer de hégre moderna
lagra mer elektrisk energi eller magnetisk energi vilket ger komponenten en mer
kapacitiv respektive induktiv karaktér.

En explicit berdkning av spridningsoperatorerna &r inte sérskilt jobbig, men
aningen for invecklad for att goras hér. I korthet kan berdkningen beskrivas
som att man tar hénsyn till de nya randvillkoren och unyttjar ortogonaliteten
hos félten for att uppteckna ett forhallande mellan de olika riktade moderna pa
de olika sidorna om bldndaren. Resultatet blir pa formen

(102) Pa~ = Qa* + Rb™

Dér a och b dr modkoefficienterna (i praktiken far man vélja ut en hogsta mod
for att operatorerna ska kunna beskrivas som édndlig-dimensionella tensorer) pa
vardera sida om bldndaren, och 4+ och — representerar olika propagationsrikt-
ningar. Vad vi réknar ut ar alltsa reflekterad och transmitterad som resultat av
infallande. Tensorelementen fas enligt
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Y,

(103) P =" 4 (Y—" —1){em,en)r
(104) Qy' = (em,en)c — 6,

Y,
(105) R;Ln = ﬁ<€m7 €n>L

Dar £ beskriver den del av tvirsnittsytan som vid blandaren &r éppen. Y; ar
moden js admittans. Vi kan notera att P = R — ). Pa samma séitt maste vi ta
hénsyn till infallande fran andra hallet. Vi far da en ekvation pa formen

(106) Pbt = Rat +Qb~

Dessa typer av berdkningar kan dven anvindas for att koppla samman flera
vagledare eller tva vagledare med olika tvérsnitt.

2.8 Dampning i vagledare

Effektforluster i en vagledare sker framforallt av tva anledningar. Vi har féluster
i vagledarens material, och vi har férluster i viggarnas material. Forluster i
vagledarens material har redan analyserats, om &n i korthet.

2.8.0 Dampning i viggarna, impedansvillkor och ytimpedans

Om vi sldpper antagandet att mantelytans material &r perfekt ledande sé far vi
en nollskild genomtréngning av filten. Detta leder till ddmpning pa grund av
ombhska effektforluster. Om vi definierar intringnindsjupet som den stricka som
leder till en ddmpningsfaktor pa e~ 1 far vi for ett material med permittivitet e,
permeabilitet p. och konduktivitet o, far vi, med antagandet att for metaller
har vi o¢ > we,,

2

1 0 =
( 07) WheOc

Exempelvis har vi att for koppar vid frekvensen 5 GHz blir § = 0.93 um.

2.8.1 Falteffekter i en god ledare, typ metall

Antag att en, mot vagledarens yta, infallande vag har en vaglingd som &r
mycket lingre 4n intrangningsdjupet. Antag vidare att ytans krokningsradie &r
mycket storre dn intrdngningsdjupet. D& kan vi gora foljande approximationer.

Det forsta villkoret leder till att faltets normalriktning mot ytan kan anses vara
likriktat i en tillrdckligt stor omgivning. Vi kallar denna riktning n.

18



Det andra villkoret leder till att fordndringen ldngs ytan ar liten i forhallande
till fordndringen genom ytan. Alltsa kan vi sétta V — 0,,.

I en god ledare far vi Maxwells rotationsekvationer enligt

(108) VX E=—iwp.H
(109) VxH=0.E

Nu anvéinder vi approximationen V — 0,, och far

(110) o =nx0,H

Vi sdtter in det i rotationen for E och far

(111) nx(nx0>H)=n(n-02H)—0*H
(112) = —iwocpH

Vara antaganden sidger att normalkomponenten av H kan férsummas och da
har vi en helmholtzekvation

(113) (02 —iwpeo)H =0

Vi infor

ke =/ —iwieo.

N [Wheoe
(114) =1 =i/

1—1
0

Nu kan vi dela upp l6sningen i en oscillerande och en démpande faktor enligt:

H(rp) = H“e_ikcrn

115 .
( ) — H”67W"/667T”/6

Dér vi infort symbolen H)| som den tangentiella delen av féltet vid ytan. Ifrdn
vara tidigare ekvationer kan vi sétta in och fa E-faltet enligt
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1+7’ —ar —r.
(116) B(rn) = ———sn x Hye n/3g=rnl

Vi ser alltsa att bada fialtens normalkomponenter &r mycket sma och att deras
tangentialkomponenter avtar exponentiellt. Enligt Ohms lag har vi alltsa en liten
ytstromtéathet (vilket alltsd inte &r precis vid ytan utan hela den tangentiella
strommen for i praktiken kommer den vara néira ytan), K som kan réknas ut
enligt

K= /drnJ
0
(117) o

= Uc/drnE

0
:—TLXHH

Vi kan ur detta rdkna ut effekten som avges till ledaren per ytenhet, enligt
Poyntings vektors normalkomponent:

dP 1 —
ﬂ = §R6(E” X HH) n
(118) .
= §RS|K|2

1
g0

Dér vi infort ytresistansen enligt
hjalp av férhallandena

= Rg. Detta kan explicit rdknas ut med

(119) EH = —an X HH
1
Med ytimpedansen Zg = %.

Vi tédnker oss nu att filten i en god vagledare ddmpas i rummet d& vagerna
propagerar i z-led enligt

(121) P(r) = 1ho(p)e” " f(z)
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Dar sista termen beskriver ddmpningen i z-led, vilket alltsa skulle vara den
konstanta funktionen f =1 i fallet perfekt ledare. Lat oss rdkna ut effekttrans-
porten, P, iledaren genom att integrera Poyntings vektor langs med vagledaren
Over ett tvarsnitt, A.

P(z) = %/AReE(r) x H(r)-n.dS

(122) — (F(:)75 [ AReE(p) x Fialp) - .
~ (J()?R

Dir Og = 1 [ AReEy(p) x Hy(p) - n.dS som alltsd inte har ndgot beroende av
z. Pa sa sitt kan vi enkelt derivera med avseende pa z for att fa energiférlusten
per lingdenhet ldngs med ledaren, P,

(123) p=-_ s50.1p,
dz

Nu kan vi utnyttja vart uttryck for energifiodet utat, ekvation for att rékna
ut effektforlusten genom tvérsnittets randkurva, I' = 0A

T
Rs
(124) = 7/|HH|2
T

= (FP7E [ 1P

T

Dér vi noterar att sista likheten utnyttjar n - Ho(p) = 0 for alla p € T'. En jam-
forelse mellan dessa tva uttryck for energiférlusterna ger alltsd att ddmpningen
maste uppfylla differentialekvationen

(125) O.f +af =0

Som alltsa avtar exponentiellt

(126) )~ e



Med ddmpningsfaktorn

_ Bs 2
I

Denna dampningsfaktor kan alltsd ldggas till i exponenten sd att falten far
formen

(128) P(r) = ho(p)e” @M= f(2)
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3 Halrumsresonatorer

Om vi nu ldmnar approximationen att vagledaren ar odndlig maste vi ta hdnsyn
till randvillkoren i ledarens &ndar ocksa. En sadan ledare kallas halrumsresonator.
Vi anvinder samma notation som forut och ténker oss att vi sédtter tva plattor,
en vid z = 0 och en vid z = d saddana att vagledaren sluts. Vi har, precis som
i foregdende analys att det transversella faltet (som alltsa gar parallellt mot
plattorna) maste vara 0 vid plattorna. Vi far alltsd en diskretisering av det
longitudinella vagtalet for nagon mod, n, enligt

!
(129) hnlzg, 1=0,1,2,...

Vi har alltsa att det transversella vagtalet bestdms av tvérsnittet och det
longitudinella av ldngden. Hela vagtalet bestdms alltsd av halrumsresonatorns
geometri

2
(130) k= 1| a2 + (lﬂ)

Dér vi, precis som forut, har att [ kan vara 0 for TM- men inte fé6r TE-moder. Vi
har alltsa att faltet inuti resonatorn endast kan anta vissa specifika frekvenser
som bestdms av geometrin, resonansfrekvenser. Vi kan anvinda forhallandet
w = kv for att fa resonansfrekvenserna

s HIONO)

v = 1/,/én ar fashstigheten i halrumsmaterialet.

Rent allmént har vi en tredimensionell helmholtzekvation med randvillkoren
precis som forut. Det magnetiska filtets tangentialkomponent ska bevaras 6ver
gransytan och det elektriska féltets tangentialkomponent ska vara noll vid
gransytan.

De olika moderna for E-faltet ar ortogonala mot varandra

(132) /dVEm B, = 0mn
4

Och likadant for H-féltet. Vidare &r upplagrad elektrisk filtenergi och magnetisk
faltenergi lika Gver tid.
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3.0 Icke perfekt ledande halrumsresonator

Om vi nu later materialet vara en god ledare i stéllet for en perfekt leda-
re sa uppkommer forluster. Resonansfrekvenserna sédnks en aning eftersom
intrdngnindsjupet gor att halrumsresonatorn utvidgas litet.

Eftersom de olika moderna tranger in olika djupt i materialet far de frekvenser
sddana att de inte ldngre ar ortogonala. Vi far alltsa koppling mellan moderna.
Detta ger upphov till ett algebraiskt egenviardesproblem.

3.1 Godhetstal, Q

Q-faktorn kallas godhetstalet ofta i engelsk litteratur, dar Q star for ’Quality’.
Den definieras som foérhéllandet mellan energin i halrumsresonatorn vid en
resonansfrekvens dividerat med energiférlusten under en period vid denna
frekvens.

Q ar ett matt pa hur ldnge energin stannar i resonatorn d& kéllor slas av. Om
vi har en svag tidsddmpning, o, < w;,, av filten for nagon mod, kommer
Q-vérdet for moden vara

wrn

(133) Qn =

2au,

Avtagandet av den lagrade energin i resonatorn blir alltsa

(134) exp {— w"”t}

2Qn

Med @, kan vi beskriva sdnkningen av resonansfrekvenserna pa grund av
vaggforlusterna

__Won
1+ 55,

1
~ Won 1_2Q

Dér den sista approximationen kan goras da @, ar mycket stort, vilket det
oftast ar. wyq,, ar resonansfrekvensen for moden i fallet perfekt ledare.

wT"I’L

(135)

Bandbredden (fulla vidden vid halva maximum) hos en hélrumsresonator kan
dven det uttryckas med hjélp av godhetstalet med de lagre respekive hogre
frekvenserna
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(136)

Sa bandbredden blir

(137)
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4 Dielektriska vagledare och optiska fibrer

Nu ldmnar vi de metalliska vagledarna och betraktar vagledare av dielektriska
material sdidana att materialet i vagledaren &dr optiskt tédtare &n omgivningen.

I vanlig ordning som férut sa delar vi upp problemet i transversell och longitu-
dinell del och variabelseparerar. Vi kan beskriva transversella filt i termer av
longitudinella komponenten och dess derivator, precis som férr. Med material-
parametrar har vi

(138) HT = [thEz — k‘nnz X VTHz]

—1
72

- k
(139) Er = q—;[thHz +ns X VrE]

Om vi nu ténker oss att vi har en dielektrisk vagledare sidan att tvirsnittsytan
ar delad i tva regioner som vi kallar a och b, s& méste de var for sig, med sina
materialparametrar uppfylla ovanstaende ekvationer. Vi har vidare att det longi-
tudinella vagtalet maste vara samma i varje delomrade for att randvillkoret ska
vara uppfyllt. Situationen kan jamforas med planvagsreflektion, se exempelvis
|[Fur22a).

Vi vet att tangentiella E-filtet méste bevaras vid en griansyta och att det
magnetiska féltets normal maste vara konstant, vilket ger

(140) NX Erg —TE,q =n X Ery —TE
(141) nXHTa—THza:nXHTb—THZb

Eftersp, forsta termerna i bada leden i bada ekvationerna ligger helt i z-
riktningen far vi fran ekvationerna fyra randvillkor. Vi kan explicit sétta
in uttrycken for de tangentiella félten for att uttrycka randvillkoren helt i
longitudinella komponenter.

4.0 Plan vagledare

Lat oss forestélla oss ett skikt av nagot dielektriskt material mellan tva halvrym-
der sadant att materialet ar optiskt tdtare &n sin omgivning. Da kan totalreflek-
tion uppsta och plana vagor kan inneslutas i skiktet (se figur . For enkelhetens
skull ordnar vi koordinataxlarna sddana att skiktet ligger i || < d/2 och att
vagtalet ligger helt ortogonalt mot y-koordinataxeln. I skiktet har vi material-
parametrar €, och i, och utanfor har vi samma fast a <> b. Vi har e g > €ppip.

VAagen har alltsé inget y-beroende utan propagerar i z-led enligt e~*"*. Detta
z-beroende maste gélla bade innanfér och utanfor skiktet.

26



4,

2

X0 1 o

-4, \u/%

i3
X

Q=

b

Figur 3: Notation for dielektrisk vagledare i skikt. De firgade pilarna represen-
terar vagens beteende vid gransytan. Totalreflexion kan uppnas om det inre
materialet dr optiskt tdtare 4n det omgivande.

Totalreflektion fas i fall infallsvinkeln &r storre dn braggvinkeln (se exempelvis
[Fur22a]), och det innebéar att vigen stings in i mellanskiktet si att det blir
en vagledare. Vi delar upp studien i ett TM-fall, { H,, E,, E,} och ett TE-fall,
{H,,H,, E,} som alltsa ér transversella med avseende pa riktningen n,.

Vi ansétter ett transversellt vagtal inuti skiktet, ¢ > 0, och ett utanfor skiktet,
—ip, dar p > 0. Alltsa exponentiellt avtagande utanfoér skiktet precis som vi
tédnkte oss. En konsekvens av detta blir

(142) k2 = ¢® + Bk} = —p? + h?

Vilket implicerar

(143) ko > h >k

Vi kan pa gammalt hederligt sétt rékna ut reflektionskoefficienterna och en del
annat. Vi borjar med TE-fallet.

4.0.0 TE-moder

Det transversella elektriska faltet ligger helt i y-led. De som fardas i positiv
respektive negativ z-led blir

(144) Ef, = Ae7""E,, = Be'"”
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Vid den 6vre ytan (z = d/2) har vi att den forsta &r infallande och den andra
reflekterad. Vid den undre ytan har vi tviart om. Totalreflexionsvillkoret ger
reflexionskoefficienten

. 14+ iArg
- 1—iArE
Beiqd/Q
= Ae—wifz
Aeiqd/Q
= Be—iaz

Ete

(145)

Dar Atg = ’;’;‘;. Tar vi de tva sista leden och multiplicerar med varandras

nimnare far vi A2 = B2. Vi har di en stiende vag. I fallet A = B si far vi
AT = tan (%d , och pa liknande satt for A = —B far vi Arg = cot (%d).
Dessa ér alltsa bada fallen, det symmetriska respektive det antisymmetriska.
Vi kan anvinda vara uttryck for Aty for att fa vagtalen

d
(146) pd = %qd tan <q2> , jamn symmetri
d
(147) pd = —&qd cot <q2> ) udda symmetri

Lat oss slutligen forsoka hitta gréansfrekvenser for de olika moderna. p och ¢
kan vi fa fran vart tidigare samband (ekvation [142)

(qd)* + (pd)? = (kad)® — (kod)?

(148)
=w’d’ (€atta — €nitp)

Vi far var gréns da p gar mot noll, vilket kommer innebéra att falten utanfor
skiktet slutar avta exponentiellt sa att skiktet inte ldngre ar en vagledare. Vi
har fran vara ekvationer att p = 0 d& ¢d = nx for n € {0,1,2,...}. Lat oss
stoppa in det sa far vi

nm

14 Wg = 7F7————
( 9) g d\/ €alba — €plhd

Vi kan notera att moden som svarar mot n = 0 propagerar i vagledaren vid alla
frekvenser.

4.0.1 TM-moder

TM-fallet kan analyseras pa exakt samma séitt som TE-fallet genom att studera
randvillkoren och géra ersdttningen p > e.
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Figur 4: Notation for dielektrisk vagledare av typen optisk fiber.

4.1 Cirkular dielektrisk vagledare — optisk fiber

En optisk fiber bestar av ett innermaterial, kdrna med radie a, och ett ytter-
material, mantel (se figur . I vanlig ordning &r kdrnan optiskt tédtare sa att
totalreflexion kan uppnas. I praktiken &r manteln dndlig, men det behéver vi i
denna analys inte ta hdnsyn till eftersom vi tdnker oss att faltet avtar sa fort
exponentiellt utanfor kdrnan.

Vi anfaller problemet precis som vi gjorde i tidagare avsnitt. Cylindrisk symmetri
med vinkelberoende enligt sin(n¢) och cos(n¢). Variabelseparation. Vi far da
i vanlig ordning besselfunktioner for det radiella beteendet som lésningar pa
differentialekvationen (Bessels differentialekvation)

(150) PPOP; + pO,P; + (¢7p° — n*)Pi = 0i = a,b

(Dér a ar inom kdrnan och b manteln.) For reellt transversellt vagtal, ¢;, kan vi
skriva l6sningarna som

Pi(p) = AiJn(Qip) + Aan(QiP)

151
(151) = B.HWM (qip) + BoH'? (¢ip)

Dar H,(Ll) = J, + iN, och H,(LQ) = J, — iN, &ar hankelfunktioner av forsta
repsektive andra slaget.
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Om det transversella vagtalet dr imagindrt sa skriver vi ¢; = —ip; och skriver
l6sningarna som

(152) Pi(p) = Caln(pip) + CoEKn(pip)

dar I; och K; ar de modifierade besselfunktionerna av forsta respektive andra
slaget.

Nu maste vi forsoka rensa upp litet. I kiirnan méaste falten vara begrdnsade for
p = 0, vilket utesluter termer med N,,. I kidrnan har vi alltsa félt vars radiella
beroende dr proportionellt mot J,,(gp).

P& samma sétt kan vi utesluta losningar med I,, i manteln eftersom de véxer
obegrénsat for stor radie. Alltsa har vi radiellt beroende proportionellt mot
K, (pp) i manmteln.

Vi kan se genom sambandet .J, = %(Hf,l) + H,SQ), dar hankelfunktionen av det
forsta slaget betyder ingatgaende cylindrisk vag och det andra slaget innebar
utatgdende cylindrisk vag, att vi har staende vag i kdrnans tvarsnittsplan.

Vi kan definiera en dimensionslos parameter, V', som inom fiberoptik kallas den
normerade frekvensen

<
Il

ay/ k2 — k}
(153) = wWav/€qllqg — €plp

s
(qa)® + (pa)® = V?

Vi méste hdr notera att detta begrénsar ga saval som pa till intervallet [0, V]

eftersom de bada ar reella.

Nu forsoker vi hitta moderna genom att sétta in randvillkoren. Villkoret att
det elektriska och magnetiska faltens tangentialkomponenter ska bevaras ver
gransytan ger

(154) E, = E.0®(¢)

p< a

(155) E. = E0®(¢) 2" c, p>a

(156) H, = ZO(I)(¢)K p> a

(157) H. = Hao®(g) nler

p>a



Loser vi for de ovriga randvillkoren far vi en kopplad relation mellan H, och
E, enligt

(158)
1 [nh qJ} (qa) 1 [nh pK/ (pa)
) 7Ez _ka a 2 Hz = — 5 7Ez —k n HZ
¢ {a O el T (qa) p? 0T IR (pa)
(159)
1 [ nh TRy qu/L(qa)E _ 1] nh k _1pK;L(pa)E
q2 20 a'lg Jn(qa) 20| — p2 20 by Kn( ) 20

Vilket alltsa kopplar de elektriska och magnetiska falten.

4.1.0 TM-moder och TE-moder

Vi noterar att fallet n = 0, som alltsa ar rotationssymmetriskt, ® konstant, sa
har vi ingen koppling mellan E, och H.. Det innebér att vi kan skriva allména
l6sningar i en bas av TE- och TM-moder. Vi studerar detta fall separat.

Vi borjar med TM. Vi har att

naqado(qa) — kanppako(pa)
Nu kan vi utnyttja besslefunktionernas egenskaper Jj = —J; och K| = —K;

och k/n = we for att skriva om som

Ji(ga) _ eKi(pa)
(161) gaJo(ga)  eqpaKo(pa)

For TE-fallet far vi pd samma séitt

(162) Jl(qa) _ :u‘bKl(pa)

qaJo(qa) tapalo(pa)

Ur dessa funktioner kan vi inte 16sa ut pa eller ga explicit.

Gréansfrekvenserna fas da Jo(V') = 0. Vi kallar dessa nollstéllen f6r £p,y,. Detta
ger 0ss

§0m
ar/€qfla — Epfp
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4.1.1 HE- och EH-moder

For fallet n > 0 har vi koppling mellan E, och H,. Vi far alltsa inga TE- eller
TM-moder utan bara hybridmoder.

Dessa hybridmoder delas upp i moder dar det elekriska faltets z-komponent
dominerar och moder dér det magnetiska féltets z-komponent dominerar. Dessa
kallas EH- respektive HE-moder. Vi definierar en dimensionslos kvot, F', enligt

EZO
164 F=
( ) naHzO

Lat oss kalla fallet dér |F| > 1 for EH och |F| < 1 for HE.

Utan att g& in for mycket pa teorin, som &r ganska kranglig, far vi att det for
varje n < 0 finns en EH-; och en HE-mod med tillh6érande grénsfrekvenser.
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5 Vagledare pa kretskort — planiara 6verforingslinor

Vid studier av signaler inom mikrovagsomradet anvédnds ibland vagledare for
att koppla samman komponenter pa kretskort. Detta kapitel tar upp nagra
former av vagledare pa kretskort utan att gé lika matematiskt djupt inom
amnet som den mer allména vagledardiskussionen ovan. Kapitlet syftar mer till
en kvantitativ 6verblick av teknologierna.

Kretskort ar ofta platta och byggda i skikt av olika material. Signaler leds ldngs
ledare, vanligen metall, i nagot massivt, dielektriskt material. Detta kan ske i
parallella skikt. Likasé aterfinns parallella jordplan. Jordplanen och ledarplanen
har isolering mellan sig av antingen luft eller, mer ofta, nidgot dielektriskt
material.

Det gar ju saklart att anvinda vilken typ av vagledare man onskar i ett
kretskort, men plandra dverforingslinor ar ett alternativt som har flera férdelar;
inte minst att de tillverkas med samma process som resten av kretskortet
(fotolitografiprocesser) och darfor lampar sig vél f6r massproduktion och att de
ar latta att fa plats med pa kortet. Nackdelen ar att de for hogre frekvenser
innebar for stora forluster, sd d& foredras andra typer av vagledare, sa som
optiska fibrer.

Planéra 6verforingslinor kommer i manga olika varianter som lampar sig for
olika syften (typ olika frekvensomraden) och stoder olika typer av moder. Val
av material spelar ocksa roll. Lat oss studera nagra vanliga typer.

5.0 Stripline

En stripline dr en mycket simpel typ av planir éverforingslina. Den bestar av
en ledande remsa (eng: strip) som ligger i ett dielektriskt substrat mellan tva
jordplan (se figur .

Om man 6nskar samma potential {6r de tva jordplanen (i syfte att begréinsa
tillatna moder) kan de slutas genom exempelvis vior.

Vi noterar att vi har tva olika potentialer fér ledaren i en stripline. Det innebér
att vi kommer ha TEM-moder, och som vi minns har dessa ingen grénsfre-
kvens. Stripline-linor &r inte lika kénsliga for storningar som manga andra
overforingslinor.

Eftersom vagorna propagerar i det dielektriska substratet bestdms deras utbred-
ningshastighet av materialparametrarna, permittiviteten och permeabiliteten.
Den karaktaristiska impedansen bestdms av remsans bredd och substratets
tjocklek och permittivitet.

Onskas mindre forluster i det dielektriska materialet kan en variant byggas i
vilken ledaren hénger mellan jordplanen, omgiven av enbart luft. Se figur [f] for
varianter.
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Figur 5: Vanlig typ av stripline.

A B (o} D
C——
Figur 6: Olika typer av stripline-linor. A vanlig. B upphéngd. C bilateral. D
tva ledare.

A B c D E
e ——— ™ ] ™5
Figur 7: Olika typer av microstrip-linor. A vanlig. B upphéangd. C inverterad.
D omsluten. E omsluten och inverterad.

5.1 Microstrip

En microstrip ar en lina som bestar av en ledande remsa pa ett dielektriskt
skikt som i sin tur ligger pa ett jordplan. Vagen propagerar da med en del i
luften ovanfér remsan och med en del i substratet. Detta resulterar i ndgot som
kallas kvasi-TEM-moder, vilket inte alltid &r onskvért.
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A B c b

Figur 8: Olika typer av koplanéra vagledare. A vanlig. B ledarbackad koplanér
vagledare (CBCPW, eng: conductor backed coplanar waveguide). C koplanéra
remsor. D inbdddade koplanéra remsor.

Microstrip ar latt att tilverka, men har nagra nackdelar. Den ar begransad i
intervallet av karaktéristiska impedanser den kan uppna.

Microstrip har en tendens att bli stérd, och pa samma sétt stora, faltet omkring
sig. Detta kan leda till 6nskade och oonskade effekter i antennsammanhang.
Det ar latt att bygga lappantenner av microstrip-linor. En variant av dessa,
inverteraed F-antenn &r mycket vanlig inom mobiltelefoner och surfplattor for
GSM, blatand och WLAN, och saklart inom ménga andra omraden.

Varianter av microstrip inkluderar en upphéngd variant, i vilken mer falt gar
igenom luften, inverterad, med samma syfte, innesluten och inverterad inneslu-
ten. De tva sista innebér att linan innesluts av jordplanet, vilket komplicerar
tillverkningsprocessen, men har fordelen att odnskade kopplingseffekter. Se figur
[ for varianter.

5.2 Koplanira vigledare

I typen koplandr vagledare sa anvands inget jordplan. I stéllet delas ledaren
upp i ledare och aterledare, som monteras pa ett dielektriskt substrat. Precis
som microstrip fas kvasi-TEM-moder.

Koplanira vagledare &r enkla att tillverka eftersom de bara bestar av ledare i ett
plan och darfor latt ansluts till ytmonterade komponenter. De har dven fordelen
att de gar att modifiera till ett brett spann av karaktaristiska impedanser,
eftersom den kommer bero av de relativa bredderna av ledarna och avstanden
mellan dem.

Nackdelarna med koplanéra végledare ar att de tar upp yta pa kretskortet
som darfor konkurrerar med andra ytmonterade komponenter. Dessutom finns
problemet med oonskade moder, och for att ta itu med dem krévs losningar som
tar bort simpliciteten som var sa lockande med koplanéra vagledare. Exempelvis
kan man anvinda ett intilliggande jordplan for att motverka potentialobalanser.
Se figur [§] for varianter.

5.3 Slotline

En slotline ar en lina som utgoér dualen till microstrip. I stéllet for en ledare
omsluten av ett dielektrikum har vi en dielektrisk remsa omsluten av ledare.
Den dominanta moden &r en hybridmod som har en svag longitudinell E-falt-
komponent.
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A B C

Figur 9: Olika typer av slotline-linor. A vanlig. B antipodal. C bilateral.

Figur 10: Vagledare integrerad i substrat. Tva ledande plan sammanbinds med
parallella rader av vior som gar igenom ett mittskikt av nagot dielektrikum.

Fordelar med slotline ar att de kan byggas med stort spann och god noggrannhet
vad géller karaktaristisk impedans. Nackdelar &r att impedansen varierar starkt
med frekvens och att de ofta har lagt godhetstal.

Varianter finns. Antipodal kallas en typ som har ledarna pa var sin sida om
substratet och den anvinds d& lag karaktéristisk impedans énskas. Se figur [9]
for varianter.

5.4 Substratintegrerad vagledare

En substratintegrerad vdgledare byggs genom att genom ett dielektrisktskikt
mellan tva jordplan sétta ett par parallella rader av vior. Detta leder till
kvasi-TE-moder. Se figur

Det finns flera fordelar med denna metod. Den &r 14tt att integrera med andra
kretselement. Den strélar inte sa mycket som flera andra (4ven om det gar att
bygga en hornantenn genom att lata viorna vika ut i en dnde). Den har hogt
godhetstal.

5.5 Finline

Finline-linor byggs inuti rektanguldra metalliska vagledare. De kan betraktas
som en skoldad slotline.

Finline-linor kan anvédndas for hoga frekvenser, flera hundra GHz. For hoga
frekvenser har de mindre forluster &n flera andra typer av vagledare.

Olika alternativ finns. Den bilaterala har hogt godhetstal. Antipodala har lag
karaktéaristisk impedans. Se figur
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Figur 11: Varianter av finline-linor. A standard. B bilateral. C antipodal. D
starkt kopplad antipodal. E insulerad.

5.6 Overgangar i planira 6verforingslinor

Pa ett kretskort kan olika l6sningar ldmpa sig olika bra i olika regioner och da
kan man behdva koppla samman olika teknologier.

Om det blir oanpassning i impedanserna kan reflexionsfenomen uppsta, vilket
kan vara oonskat.

Om byte av dominerande mod sker sa blir det komplicerat och 16ses vanligen
med en smaskalig antenn
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6 Utstralning fran lokala oscillerande system av
laddningar och strommar

Nu ska vi borja studera elektromagnetisk stralning; var den kommer ifran och
hur den beter sig. Vi har tidigare undersokt elektromagnetiska falt i kéllfria
regioner som lésningar pa vagekvationen i olika geometrier, men aldrig tagit upp
varifran faltstorningarna kommer. Laplace-utvecklingen kommer att ske medelst
sfériska harmoniker och Legendre-polynom. Om man kénner sig obekvidm med
sadant kan man repetera i exempelvis 77 eller 7?. Om man inte bryr sig djupare
om matematiken kan man nog ldsa pa dnda.

6.0 Falt fran lokal oscillerande kalla

Vi kan, med superpositionsprincipen i atanke, betrakta ett system av olika
frekvenser som en summa av delsystem med individuella frekvenser. Efter en
fouriertransform fas en uppdelning med avseende pa frekvens och med den kan
vi studera system av laddningar och stréommar som varierar sinusformigt i tiden:

(165) p(t,x) = p(a)e™""
(166) J(t,x) = J(x)e ™!

Dér, som vanligt, realdelen representerar det fysikaliska. Vektorpotentialen, A,
blir da

eikle—¢]
(167) A@) =7 [ 10—

Dar k, precis som tidigare, dr vagtalet k = w/c. Magnetfiltet fran en sidan
potential blir

(168) B=VxA

Och i de kéllfria regionerna (alltsa utanfér vart lokala oscillerande system) har
vi

(169) E:%VXB

Genom att explicit berdkna integralen ovan fér A kan vi rdkna ut de magnetiska
och elektriska falten. Det ar emellertid inte alltid enkelt att gora det. Innan vi
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funderar vidare pa det s undersoker vi nagra allména egenskaper for filten
som géller om kéllan &ar lokaliserad i en region som &r liten i férhallande till
vagldngden.

Lat oss kalla vaglingden A = 2wc¢/w och kéllornas rumsliga storleksordning d.
Vi delar in rummet i tre regioner, ndrfiltet, mellanfiltet och fidrrfaltet enligt:

(170) d<r <<, Narfiltet, den statiska regionen
(171) d<r=), Mellanféltet, den induktiva regionen
(172) d< AL, Fjarrfiltet, den stralande regionen

6.0.0 Narfaltet

Vi kan borja med att betrakta nirfiltet, i vilket vi har r < A\ = e % ~ 1.
Detta innebar alltsa att vi har att exponentialen i vart uttryck for vektorpoten-
tialen blir konstant. Denna typ av vektorpotential kan behandlas och resultatet
blir filt som oscillerar i tiden som e~**, men i évrigt stationdrt. Vi kallar detta
for kvasistationdrt.

6.0.1 Fjarrfaltet

I fjarrfaltet har vi kr > 1 sd exponentialen i vektorpotentialen oscillerar
kraftigt och har alltsa stor inverkan pa vektorpotentialen. Vidare kan vi gora
approximationen

(173) v — &l ~r—n-&

Déar n ar en normerad riktningsvektor i riktningen for z. Vidare kan ndmnaren
approximeras med |z — £| &~ r och da far vi en vektorpotential som i gransen
kr — oo gar mot

(174) Az) = &

ikr
—ikn-x ;3
[ e

c

Alltsa far vi att vektorpotentialen i fjarrfiltet upptriader som en utatgaende
sfarisk vag. Félten fran denna potential dér av med en faktor % Om vi har att
kéllans dimensioner dr sma jamfort med vaglangden kan vi utveckla integralen
i en potensserie i k

(175) Aw) =S 50 L@ ot
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Sa styrkan for den mte termen blir

(176) o [ gmane

Eftersom vi integrerar éver kdllomradet (variabeln & i integralen) som &r av
storleksordningen d och kd < 1 sa kommer dessa termer d6 av fort med 6kande
m. Alltsa behover vi ofta bara ta hidnsyn till nagra fa termer i utvecklingen.

6.0.2 Mellanfaltet

I mellanfaltet kan vi inte géra approximationer av typen vi gor for fjarrfaltet
utan vi far ta hansyn till alla potenser av kr. Vi far nagonting i stil med

(477) A) = TS A 00 (0.6) [ (€0 0, 06)ae
lm

Om klotytefunktioner och annat &r obekant kan man som sagt repetera i
exempelvis 77 eller [Fol09)].

6.1 Elektriska dipolfilt och utstralning

Lat oss studera den forsta termen i utvecklingen f6r vektorpotentialen

ikr

(178) Aw) = © / j(e)dse

Ccr

Vi kan anvinda partiell integration for att skriva om som

[ =~ [« nae

(179)
— iw / ep(E)de

Dar vi anvant kontinuitetsekvationen

(180) iwp=V-J

Sa vektorpotentialen blir
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ikr

(181) A(z) = —ikp "

Dér vi definierat elektriska dipolmomentet, p, enligt

(152) p= / £pl6)d*

Utifran denna vektorpotential kan vi rdkna ut magnetiska och elektiska falten
enligt

ikr
_ 12 ¢ 1
(183) B =k*(n x p) (1 ik;r)

,
1 ik ik
+[3n(n - p) — p] (,rg - T,2> e

ikr
(184) E =k(n x p) xner

Om allt detta med dipoler kinns obekvimt kan det repeteras i exempelvis
[Jac62], [Nor| eller [Che89]. Vi kan notera hir att det magnetiska filtet ar helt
vinkelrdtt mot n, medan det elektriska féltet har komponenter bade parallellt
och vinkelrdtt mot n.

I fjarrfaltet far vi beteende enligt

eik'r

(185) B =k*(n x p) .
(186) E=Bxn
I narféltet 4 andra sidan far vi

. 1
(187) B = ik(n x p)T—2

1

(188) E = [3n(n-p)— p]r—3

I narféltet, dar vi har kr < 1, dominerar det elektriska filtet 6ver det magnetsika
med en faktor kr.

Lat oss dven undersoka hur effekt stralar i olika riktningar. Vi har

(189) % = S%m[r2n. (E x B)]
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Vi sétter in vara uttryck for E och B i fjarrfaltet och far

dP_i

o’ _ 4 2
(190) 70 87rk [n x (n x p)|

Om dipolen ar i fas fas dipolménstret

dP ¢ 4 5 . o
(191) 0= 87rk |p|” sin” 0

Dér 6 ar polarvinkeln fran p-riktningen. Total utstralad effekt ar

(192 P =

6.1.0 Mittmatad linjar antenn, dipolantenn

Ett enkelt exempel pa en utstralande dipol dr den mittmatade linjdra antennen,
ibland helt enkelt kallad dipolantenn, &ven om det uttrycket dven anvinds for
andra typer.

Lat oss forestélla oss en tunn ledare som ligger ldngs z-axeln, sadant att den
ligger i intervallet [—d/2,d/2], forutom en smal glipa runt z = 0. Strommen i
ledaren &r i samma riktning i bAda halvorna, med ett virde, Jy vid gapet och
linjart avtagande mot noll vid &ndpunkterna

. 2 .
(193) J(z)e ™t = Jy (1 - ;') et

Vi kan anvénda kontinuitetsekvationen (180) fér att bestdmma den ldangdladd-
ningstatheten, p, enligt

21J,
(194) pr(z) = £

Dér vi har 4 for positiva z och — om f6r negativa. Vi rdknar ut dipolmomentet
med, som alltsa ligger helt i z-riktningen

/2

= [ @)
(195) U
iJod

2w
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Vi sdtter in i vart uttryck for utstralad effekt per rymdvinkel

ap Jg 9 . 9
(196) diﬂ = 327Tc(kd) Sin 9
Med total utstralad effekt
I8 e
197 P=—(kd
(197) 0 (ha)

Vi kan notera att for fix amplitud, Jy, okar utstralad effekt proportionellt
mot 6kningen av kvadraten av frekvensen. Detta géller da kd < 1, alltsa da
vagléngden ar mycket ldngre &n antennen.

6.2 Elektriska kvadrupolfilt och magnetiska dipoler

Nu tar vi hénsyn till ndsta term i vektorpotentialen

(i —z‘k) [ -

Denna studerar vi genom att dela upp integranden i en symmetrisk term och
en antisymmetrisk term enligt

(198) Az) = &

ikr
cr

1

S €T = o[0T+ (n- DE + (€% ) X

199 —
( ) c 2c

Vi kénner igen den sista, antisymmetriska, termen som magnetiseringen fran
strommen,

(200) M=o wx )

Den forsta, symmetriska, termen kommer visa sig vara den elektriska kvadrupo-
lens momenttéthet.

Vi fortsdtter studera den antisymmetriska termen. Om vi bara tar hansyn till
den far vi vektorpotentialen

(201) Alr) = ik(n x m) E (1 ! )



Dar m ar det magnetiska dipolmomentet

m:////d3sc

(202) .

_ %/d%(m J)

Vi noterar att vektorpotentialen ar proportionell mot magnetiska induktionen
for en elektrisk dipol. Vi kan helt enkelt gora ersattningarna £ — B och p — m
s& att vi far det magnetiska faltet

ikr

(203) B =KX (n x m) xneT

+ [Bn(n-m) —m| (1 _ Z’f) ikr

r3 r2

Pa samma sétt kan vi gora ersdttningen B — —F och fa

ikr 1
204 — k2 € _
(204) E k*(n x m) . (1 ik;r)

Vara resonemang angaende narfilt och fjarrfalt stimmer for magnetisk dipol
pa samma sitt som for elektrisk dipol med ersdttningarna £ — B, B — —F,
p — m. Samma argument géller dven for effektutstralningarna.

En viktig skillnad ar polarisationen. For en elektrisk dipol ligger E i planet
som spanns av n och p, medan fér en magnetisk dipol liger det i normalen till
planet som spanns av n och m.

Nu fortsétter vi med den symmetriska delen. Vi anvinder kontinuitetsekvationen
och partiell integration for att skriva om som

(205) % /[(n ~x)J 4 (n- J)z]dPx = —% z(n - x)p(z)ds

Detta motsvarar en elektrisk kvadrupol. Vektorpotentialen blir

(206) A =52 (1o ) [ew-omere

2r

Félten blir ratt komplicerade att nedteckna explicit s& vi néjer oss med félten i
fjarrfaltet
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(207) E =ik(n x A) x n
(208) B =iknx A

Den magnetiska induktionen kan vi alltsa skriva som

ik?’eikr

209 -
(209) B 5

!/mx£anm&m%

Nu infor vi kvadrupoltensorn, Qqp enligt (notera tom sjalvkontraktion)

(210) Qap = /(3xax5 - rgéag)p(f)dgﬁ

Med den kan vi skriva om integralen i uttrycket for B till

(211) nx [ ¢l 9ol = g x Q)

Dar vi infért @ som har komponenter

(212) Qo = ;Qaﬁnﬁ

Till slut kan vi skriva om den magnetiska induktionen som

L3 ik
(213) B=-" Ger n x Q(n)
Med effektutstralning
dP c
(214) o= s K I x Q)P

Efter mycket slit kan man integrera 6ver hela sfaren for att fa total effektut-
stralning
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ckS
(215) P=ce Z |Qasl?
a,B

Effekten okar alltsa med sjattepotensen av frekvensen for ett fixt kvadrupolmo-
ment.

6.2.0 Ater: mittmatad linjir antenn

Vi gar tillbaka till exemplet tidigare med den mittmatade linjira antennen
med samma beteckningar som vi da anvidnde. Om vi fér en stund férsummar
utstralning s& har vi att strommen langs antennen kommer ha ett sinusoidalt
beteende bade i tid och langs z-axeln, med ett vigtal k¥ = w/c. Strommen
férsvinner mot antennens dndpunkter, Stromtéatheten kan skrivas som

(216) J(x) = Jp, sin <k2d — k|z|) 0(x)é(y)n.

I regionen z € [—d/2,d/2]. Om vi har kd > m kommer hégsta strommen vara
Jm. Strommen precis vid gapet ar Jy = J,, sin(kd/2).

Vi kan nu uttrycka vektorpotentialen i fjarrfiltet som

LA/
= Jmel " 1 kd —ikz cos @
A(z) =n. o / sin ( 5 l<;|z|> e dz
(217) —d/2
. 2Jme’" | cos (% cos ) — cos (£)
© o ckr sin? 6

Den magnetiska induktionen i fjarrfaltet ges av B = ikn x A med storlek
|B| = ksinf|n, - A|. Alltsa ges effektstralningen av

P J2, | cos (% COSH) — cos (%) 2

dQ ~ 2rwe

218
(218) sin 6

Polariseringen ligger i planet som spdnns av antennen och riktningen till obser-
vatoren.

Vi ser att vinkelberoendet for effektutstralningen beror av kd. Har vi kd < 1
aterfar vi dipolfallet. Satter vi in kd = = far vi en halv viglingd, kallas
halvvagsantenn, av stromoscillation ldngs antennen och effektutstralning enligt
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dP  J} cos® (5 cosf)
Q 2mesin? 0

(219)

Och for specialfallet kd = 27 har vi en hel vaglangd av stromoscillation langs
antennen, kallas helvagsantenn, med effektutstralning enligt

ar J2 4 cos? (g cos 9)
aQ 2mesin? 0

(220)

Halvvagsantennens effektutstralning liknar ett dipolménster, medan helvagsan-
tennen har ett skarpare monster.

Det gér att superponera flera simplare antenner, sa som halvvagsantenner, till
antenner med mer sofistiskerade, rentav godtyckliga, stralningsmonster.

Avslutningsvis tal det att sigas att denna inledande genomgang av antenner
ar starkt idealiserad och bara tjanar till att forstd principerna som ligger till
grund for praktiska antenner. I verkligheten &r antennerna inte perfekta ledare
utan har materialférluster, excitationsgapet i mittmatade antenner ar inte alltid
féorsumbart, strommarna ar inte sinusoidala &sv.
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7 Allmant om antenner

Med den teoretiska grunden for utstralning av EM-félt fran lokaliserade k&llfor-
delningar ska vi, med mindre matematisk noggrannhet, studera antenner.

Antenner &r manicker som utstralar, emitterar, eller mottar, absorberar, EM-
vagor. De tjdnar som 6vergang mellan media, vanligtvis vagledare <> luft, vagle-
dare ¢+ végledare eller ledare « luft. Onskvért #r att antennen effektivt éverfor
energi fran ledaren till vagor, och tviartom, och att dess utstralningsmonster
har ett specifikt utseende.

7.0 Antenntyper

Innan vi bérjar studera antennerna for sig sa inleder vi med att klassificera
antennerna i nagra kategorier.

7.0.0 Ledarantenner

Precis som vi i tidigare avsnitt varit inne pa kan antenner byggas av tunna
ledare. Vi har redan visat den mittmatade raka ledaren som blir en dipolantenn
genom att accelerera laddningar i den. Raka ledare behover inte heller vara
mittmatade utan monopolantenner dr matade i ena d&nden och monterade 6ver
ett jordplan.

En annan variant dr att bilda en slinga med ledaren. Detta kan goras i olika
geometrier, circuldra, ellipsoida, kvadratiska &sv.

Man behover inte heller begransa sig till ett varv utan man skulle kunna goéra
en spiral av ledaren med.

7.0.1 Hornantenner

En hornantenn fungerar for EM-vagor sa som en trumpet fungerar for ljudvagor.
Den anvénds for att stréla ut fran vagledare genom att balansera impedansen
mot luftens impedans. Dessa antenner &r anvindbara for omradet 1 till 20 GHz.

Hornantenner kommer i flera olika geometrier sa som pyramidiska och konis-
ka. De kan vara rdfflade eller ha kammar inuti for att vélja ut moder eller
polariseringar.

7.0.2 Kretskortsantenner

Kretskortsantenner dr metalliska ledare som etsats pa dielektriska substrat som
vanligtvis har ett metalliskt jordplan p& andra sidan. Dessa kommer framst i
tva varianter: lapp och lucka.

Lappantenner (eng: Patch Antennae) bestar av en metallyta som agerar antenn.
Geometrin pa denna bestdmmer antennens egenskaper. Den kan vara fyrkantig,
rund, pentagonisk, cirkelsektor, halvcirkel, ring och manga andra former.
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Luckantenner (eng: Slot Antennae) bestar av utskédrningar i en ledare. En
vanlig geometri dr den sa kallade Vivaldi-antennen som ar mycket populér for
frekvenser 6ver 1 GHz.

Kretskortsantenner ar i allmanhet billiga och enkla att tillverka samtidigt som
de dr mekaniskt robusta och latta i vikt. Deta gor att de gdrna anviands i mobila
enheter och fordon.

7.0.3 Lackageantenner

Om vi introducerar periodiska diskontinuiteter i en vagledare sa fas Ldckagean-
tenner. Dessa ar lampade for frekvenser 6ver 30 GHz och byggs av dielektriska
vagledare, microstrip, slotline och andra koplanéra vagledare.

7.0.4 Reflektorantenner

En parabolisk yta reflekterar parallella stralar till en punkt som kallas brann-
punkt eller fokus. Reflektorantenner byggs for att fokusera inkommande EM-
vagor (eller parallellisera utatgdende). De har hog direktivitet men &r ofta stora
och klumpiga.

7.0.5 Linsantenner

Pa samma sétt som reflektorer kan anvindas s& gar dven linser bra. Linsantenner
foredras over reflektorantenner fér hoga frekvenser, typ 100 GHz och uppat.

7.1 Antennfalt

Som nadmndes tidigare kan antenner superponeras for att astadkomma nya
stralningsmonster. Oftast tar man identiska antenner och sétter upp enligt
nagon geometri. Genom att noggrannt justera fas och amplitud hos matningen
for enskilda antenner kan mycket specifika utstralningsmoénster uppnas.
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8 Antennparametrar
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A Notation och definitioner

Den mesta notationen foljer standardnotation. Se [Fur22c] och [Fur22a] f6r mer
utforlig beskrivning av notationen och fall dir tvetydigheter kan uppsta.
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B Forkunskaper

Léasaren rekommenderas att ldsa den forsta delen, [Fur22al, for att fa en forstielse
for den grundldggane teorin. Kapitel som adr markerade med x far anses kréva
matematisk mognad langt utéver vad som fordras for resten av artikeln.

B.0 Naturfilosofi

Léasaren bor ha atminstone grundlaggande kunskap inom

* Klassisk mekanik
* Elektrodynamik, se exempelvis [Fur22a]

o EM-filt i ndrvaro av material
¢ Tidsharmoniska falt

g Plana vagor
For avsnitt markerade med x bor ldsaren dven vara bekviam med

* Analytisk mekanik

* Relativitetsteori

B.1 Matematik

Lésaren bor ha atminstone grundlaggande kunskap inom

* Linjar algebra
x Analys (typ R? — R?)

* Geometri
For avsnitt markerade med x bor ldsaren dven vara bekvam med

* Multilinjar algebra
* Differentialgeometri (i synnerhet Riemannsk geometri)
* Yttre algebra

* Variationskalkyl
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C Vidare liasning

Den intresserade lasaren kan saklart ta vid och lasa de bocker som forfattaren
sjalv stottat sig pa under skrivandet av denna artikel. For elektrodynamiken

i allménhet anvéndes framst [Nor|, |[Jac62], [Che89] och [Hecl5).

matematiskt inriktade delarna anvéndes dven [cederwall] och [al0]
om vagrorelse anvandes dven [Agr97] och [Col92].
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