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Sammanfattning

Hari beskrivs kvantfysikens principer, sddan som de formellt brukar
beskrivas och tolkas enligt K6penhamnsskolan.
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0 Inledning

Denna artikel tjinar som en férberedelse infér [Fur22al och [Fur22b).

Kvantfysik ar en modell for att gora forutsiagelser och forklara observationer av
verkligheten. Som sadan ar kvantfysiken mycket anvindbar pa sma skalor, men
blir svarhanterlig pa makroskopisk niva och férenklingar och diverse antaganden
maste goras.

1 Avgransningar

Kvantmekanik kommer inte beréras mer 4n nédvindigt, inte heller relativistiska
effekter eller krokt rumtid. Kvantfaltteori eller &n mer exotiska teorier kommer
inte beroras alls.

Vad som framst behandlas &r det grundldggande séttet att tdnka som skiljer
sig fran klassisk fysik savil som négra tankar om tolkning av kvantfysiken.

Exemplen som presenteras dr utvalda for att belysa den underliggande teorin
samtidigt som de dr sid matematiskt okrdvande de kan vara utan att ta for
mycket ifran modellen.

2 Forberedande fragor

Innan vi borjar rdkna pa saker ar det pa sin plats att vi ifragasdtter vissa
antaganden som vi som sa ofta har tagit fér givna inom klassisk fysik savil son
nagra inriktningar som man kan ha i huvudet nir man studerar kvantfysik.

2.0 Realism

Varlden, eller kanske ldttare att forestélla sig, ett begrdnsat system, befinner sig
i ett tillstand och detta kan beskrivas med variabler for de ingdende storheterna
sa som positioner, hastigheter, elektriska laddningar, magnetisk faltstyrka &sv.
Oavsett var kunskap om systemet sa ar det sa. Denna inriktning kallas realism.

2.1 Determinism

Resultatet av en métning bestdms av systemets tillstdnd i hdndelsen och &r
darfor entydigt och forutsdgbart. Med denna inriktning, som kallas determinism
géller &ven det omvéanda, alltsa att det for ett givet tillstdnd gar att rdkna bakat
i tiden pa ett entydigt satt.

2.2 Kausalitet

Kausalitet innebir att vissa héndelser ar tidsordnade siddana att den ena
héndelsen kan paverka den andra men inte tvart om. Detta kallas kausalitet,



orsak och verkan. Man kan dven tédnka sig tva hdndelser som inte ar tidsordnade
och darfor inte kan paverka varandra at endera hall. Inom relativitetsteorin
beskrivs detta med framtida och forflutna ljuskoner for varje héndelse.

2.3 Lokalitet

Ett till kausalitet narliggande begrepp &r lokalitet. Lokalitet &r en inriktning i
vilken man menar att hidndelser bara kan ha inverkan pa andra héndelser som
ligger tillrdckligt néra.

2.4 Reversibilitet

Om fysikens lagar fungerar likadant oavsett om man later tiden rora sig framéat
eller bakat kallas de reversibla. Vissa processer ar skenbart irreversibla, s& som
termodynamik, déar vi ofta lar oss att entropi aldrig minskar. Ser vi till teorin
s& dr det inte sant utan ett resultat som fas da vi gar fran mikroskopisk till
makroskopisk niva.

2.5 Dolda variabler

Om man vid en métning, sa som determinismen foreslar, kdnner till, vad man
anser vara, allt om tilltandet vid métningens héndelse men dnda inte kan
férutsidga resultatet sa ar ju en rimlig forklaring att det skulle ingéd variabler i
systemet som man inte kdnner till. Dessa brukar kallas for dolda variabler. John
Bell visade att kvantmekaniken, s& som den vanligen formuleras, inte tillater
lokala dolda variabler (Bells olikheter), men det finns &nnu inget som utesluter
teorier med globala dolda variabler.

3 Tillstandsrum och tillstand

Inom kvantfysiken beskrivs fysikaliska system i termer av vektorer som kallas
for tillstand. Dessa ar element ur vektorrum som kallas for tillstandsrum. Rent
matematiskt beskrivs vektorstrukturen som hilbertrum (skrivs vanligen som )
over en kropp som bestar av C med tillhérande operationer.

3.0 Vektorer i hilbertrum

Ja, jag inser att jag alldeles nyss (inte nodvéandigtvis som i tid, men ndgra rader
uppat i artikeln) lovade att inte bli for matematisk, men det kan vara viktigt
att forsta pa ett ungefar vad for objekt vi sysslar med.

Ett hilbertrum &r ett vektorrum, som alltsa tillsammans med sina operationer
uppfyller de atta (eller tio) egenskaperna. Lat oss forst etablera operationerna.
Vi kommer bara att rora oss i hilbertrum med &ndlig dimension och kan
dérfor alltid bilda en bas (vi behover heller inte bry oss om skillnaden mellan
hamelbaser och shauderbaser). Lat oss skriva en vektor (som hidanefter lika



gérna kommer kunna refereras till som ett tillstdnd), 1, i vart hilbertrum av
dimension d som:

€EH eC
P

(0) Y= e

Dar vi har infort nagot slags bas e,,. u kommer vara ett element i {0,1,2,...,d—1}
och varje e, kommer vara linjért oberoende frdn varje annat e,. Vi kallar *
for tillstandets komponenter. Dessa brukar i allmadnhet beskrivas som komplexa
tal. Vi kan nu skriva addition mellan tva tillstand, 1) och ¢, som

S S
(1) b+ ¢ =+ ) e

och s-multiplikationen som, for nagot komplext tal, z € C, som

eH eC
eC A H

2) e =

Nu nér vi har etablerat var vektorstruktur kan vi ga vidare pa nésta egenskap
som kannetecknar ett hilbertrum. Det ska vara fullstdndigt, vilket definieras
som i att varje cauchyféljd konvergerar. Vi gar inte in ndrmare pa det, utan
betraktar det, for vara syften, som att motsatsen hade varit det konstiga.

3.1 Norm av och inre produkt mellan tillstAnd

Vidare maste rummet ha en norm. En norm kan anvéndas for att ge ett reellt
skalart véarde till varje vektor som kan anvéindas for att beskriva vektorns ldngd.
Langd ar inte ett jatteanvandbart uttryck i dessa sammanhang eftersom vi inte
sysslar med geometri. Vi kommer anvinda normen till andra saker. Normen av
ett tillstand, v, skrivs som

3) ¥l € R

och den uppfyller tre egenskaper:

0. Triangelolikheten: |[v + @[l < [[¢]| + [|#]]
1. Homogenitet: ||z - 9| = |z| - |¢||

2. Positiv definitivitet: ||¢|| = 0 endast om * = 0, annars géller ||| > 0



dér |z| = vz - Z. Var norm kommer induceras av en speciell seskvilinjir inre
produkt. Denna inre produkt kommer &ven definiera vart dualrum. Denna inre
produkt (som givetvis uppfyller Cauchy-Schwarz olikhet) definieras som

(4) (¥, ¢) = Y+ € C

och &r alltsd en skaldr. Seskvilinjariteten kan tydas som att den ar linjér i sitt
forsta argument, men multiplicerar vi in en skalér i det andra argumentet maste
vi komplexkonjugera. Vidare har vi att (¢, ¢) = (¢, ¢).

Nu ar vi redo att definiera var norm som

9[> = (1, %)
(5) = YHapi
= [y e R

Detta kan vi anviinda for att alltid normera tillstand, vilket vi s& smaningom
kommer se gor livet lattare.

3.2 Dualrummet

Som tidigare ndmnt kan vi ocksa anvinda denna inre produkt for att definiera
dualrummet, H*, som givetvis 4r av samma dimension. Dualen till ett tillstand,
¥, skrivs som 1* och defineras som:

en” eC H*
AN AN
(6) ()= €

Dér vi passat pa att infora dualbasen, € for H*.

4 Fysikalisk tolkning av kvantfysik

Nu ar en del av matematiken avklarad, men vi har &nnu inte skaffat oss nagon
tolkning av dessa abstrakta vektorobjekt som vi kallar for tillstand i dessa
abstrakta hilbertrum som vi kallar for tillstandsrum.

4.0 Tankeexperiment med en sot katt
Lat oss tdnka oss ett mycket simpelt fysikaliskt system som bestar av en sot

katt i en 1dda (nej, jag lovar att jag inte kommer forgifta katten med ndgot slags
gas som sldpps ut beroende av nagon radioaktiv klump) som kan vara antingen
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Figur 0: S& hér skulle ett offer fér vart experiment kanske kunna ténkas se ut.

hungrig eller métt. Om den &r hungrig kommer den att jama, och om den &r
métt kommer den att sova. Vi vet pa forhand att en matad katt blir hungrig s&
sméangingom, men vi kan inte riktigt med sidkerhet avgora nir den kommer att
bli s& hungrig att den slutar att sova och boérjar att jama. Enligt kvantfysiken
skulle vi kunna beskriva denna katt (som alltsa bara har en egenskap, hunger,
och inte alla de egenskaper vi vanligtvis tdnker oss att en katt har fér det vore
alldeles for svart) med ett tillstdnd i ett tvaddimensionellt hilbertrum. Léat oss
kalla kattens tillstand for ¢ (en, bland naturfilosofer, vanlig bokstav att vilja
for kvanttillstand).

L&t oss nu tédnka att vi precis (definierat som alldeles nyss, alltsa med andra
ord att valdigt litet tid har gatt sen vi utférde handlingen) matat katten och
den har somnat. D& borde vi kunna beskriva katten med tillstandet 1 ,,), dir
m star for méatt. Om vi sen vantar tills katten borjar jama sa kan vi beskriva
det tillstandet med (), dir h star for hungrig.



Nu ar det pa sin plats att vi stiller oss en viktig fraga. Kan katten vara bade
hungrig och métt samtidigt? Svaret dr uppenbarligen nej. Vi betraktar var stta
lilla katt och ser att den antingen sover eller jamar. Den (vi forutsitter att
den inte jamar i somnen) gor alltsd aldrig bada samtidigt.

4.1 Sannolikhet, Borns regel och Bohrs tolkning

Vi méaste kunna utnyttja detta pa nagot sitt. Vi har hittat tva tillstand som
beskriver situationer som aldrig kan hédnda samtidigt. Med en viss tolkning
av kvantfysiken, som vi kommer komma till alldeles straxt, kommer vi inse
att de tva tillstanden spdnner upp hela tillstandsrummet. Med andra ord ar
de linjart oberoende. Eftersom de &r linjért oberoende och lika manga som
rummets dimension sa bildar de en bas. Lat oss for stunden ta till oss dem som
en bas och se vad som hénder.

Vilken ér da denna tolkning? Jo den kallas Borns regel och beskriver férhallandet
mellan ett tillstdnd och sannolikheten att en observatér observerar en viss
utkomst vid en métning.

Borns regel kopplar, precis som vi i férviag gjorde i ett stycke en bit tidigare,
vissa tillstdnd till vissa métutfall, och ser att dessa bildar en bas, e,. Vi kan
alltsd skriva ¢ som ¢*e,. I vart fall med kattens hunger ¢ = 9™e,, + Yhey,.
Sannolikheten att vid en métning fa tillstandet som hér fatt numret « &r alltsa
P och riknas ut enligt:

<¢aeo¢7 ¢a€a>

) Po= "1

Notera att P, € R och P, < 1. Har ser vi alltsa att om vi normerar vara
tillstand far vi ett enklare uttryck sa lat oss hadanefter alltid gora det (och
likaledes fér dualbaser, sidant att €’e, = ¢,):

(8) Po = (¢%€a, d%€a) = |¢a|2

Lat oss nu tilldmpa detta pa var katt i tre olika tillstand. Matad, hungrig och
obestdmd. Vi skriver var bas som e, = 9, och e, = 1(p,). Allmént kan vi i
var bas skriva tillstandet som 1) = 1)™e,, +v e, (notera hir att Y, € H medan
Y € C). For en matad katt har viy =1-¢e,, +0-ep. Vi forviantar oss att fa
P, =1 och P, = 0. Lat oss testa.

(9) Py, = <€mvem> = Hem||2 =1

Korrekt alltsa. Vi har aven att



Pr = <07 0>
(10) = [lo|f?
=0

P& samma sdtt kan vi for en hungrik katt, som alltsé beskrivs av tillstandet
Y =0-e, +1-e,. Detta ger, som forvintat:

P = (0,0)
(11) = o]?
=0
och
Pr = (en, en)
(12) = [lenl?
=1

Vilket stammer med vad vi forestallde oss.

Lat oss nu gora det mer intressant genom att mata katten sa att den somnar,
ldgga den i en 1dda och vénta en stund (hur lange ar inte viktigt for resonemanget
egentligen). Vad dr sannolikheterna att vi, nir vi lyfter pa ladans lock, ser
en sovande katt? Vi gor hir antagandet att katten inte avliditt s& vi har
P + P, = 1. Vi kan beskriva vart kvanttillstdnd som ¢ = a™ - e,, + a” - ep,.
Detta ger sannolikheterna:

P = (a™em,a™en)
(13) = [la™em||”
_ |am|2
och
Pr = (aheh,aheh>
(14) = [la"en]?
— |ah|2

Vi noterar hir att vi normerade vara vektorer i forvig och déarfor sdklart har
P + Pr = |a™|? + |a"|? = 1 precis som forvintat. Vad forvintade vi oss
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angaende de enskilda virdena for P, och P,? Jo man kan ju ténka sig att
katten blir hungrig efter ett tag, s de borde nog bada vara nollskilda i alla fall.

Bohrs tolkning av hela det har ar foljande: Ett kvanttillstand &r en linjarkom-
bination av, av varandra linjart oberoende, tillstand, som vid en observation
kollapsar till ett egentillstand for en métning, som alltsa motsvarar det varde
som uppméttes (notera dock att vi kan ha degeneration sddant att forhallandet
inte ldngre ar bijektivt utan att ett métvirde kan svara mot flera egentillstand.
Varje egentillstind motsvarar alltjaimt alltid exakt ett métvirde). Denna tolk-
ning kallas ibland fér kdpenhamnstolkningen och dr den vanliga att ta till sig
nar man vill f& nagot gjort, alltsa rakna ut nagot.

Sammanfattningsvis kan vi sdga att kattens tillstdnd férdndras i ladan. Fran
att ha varit helt i egentillstindet (det vi tidigare anvinde som bas, termerna
bas och egentillstand kommer anvindas pa ett sétt som gor dem utbytbara)
Y(m) dndrades den med tiden till att vara i en linjirkombination av tillstinden
Y(m) och ). Koefficienterna i denna linjérkombination beskrev alltsd sanno-
likheterna att motas av en sovande respektive en jamande katt d& vi 6ppnade
pa locket.

Vid 6ppnandet av locket mottes vi ju av en katt som antingen sov eller jamade
och da kollapsade (dndrade) sig tillstandet till motsvarande egentillstind. En
métning precis efter det borde ju svara mot nagot av de forsta tva av vara
experiment, alltsd métning av en uppenbart sovande eller en uppenbart jamande
katt. Ingenting konstigt alls sa hér langt alltsa!

For att beskriva hur ett tillstand dndras i tid (eller rum f6r den delen) krévs en
hel del. Vi kommer inte ga in sérskilt mycket pa det eftersom det inte behdovs
for vara dndamal, men for att vicka litet inom er kan man ju bjuda pa nagra
smakprov.

4.2 p Utveckling av kvanttillstand

Utvecklingen av kvanttillstand kan forklaras genom basvektorer for en Lie-
algebra som alltsé genererar en Lie-grupp. Bohr beskrev detta i termer av
vad han kallade komplementaritet eller dualitet. De duala storheterna ar exem-
pelvis tid och energi, position och rorelseméangd eller rotationsorientering och
rorelseméngdsmoment.

Tidsutvecklingen av ett tillstdnd, v, beskrivs enligt (klassiskt) Schrodingers
ekvation:

(15) O = —i

Dér 42 kallas hamiltonoperatorn och beskriver systemets energi. Man kan
lockas att omedelbart skriva ndgon form av "16sning” till ekvationen pa formen
¥ = co+cre 't men det ir inte ens vildefinierat vad en operator i en exponent
innebér (protip: taylorutveckling kommer inte leda nagonstans trots att manga
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ingenjorer skulle peka ditat) utan for att skriva en vettig losning far vi ga till
Neumann-integraler (men det gor vi inte hér, utan vill ni se sant far ni plugga
matematisk eller konstruktiv kvantfaltteori).

P& samma sitt kan en rorelseméngdsoperator (som egentligen bestar av olika),
P anvandas for att generera rumslig derivata. Sétter vi ihop dem till en
fyrdimensionell rérelseméngdsoperator (20 = #) far vi de fyra ekvationerna:

(16) Do = —i P

Vi kan tédnka oss att den kinetiska energin f6r en massiv partikel &r proportionell
mot rorelseméngden i kvadrat, och 5 kommer saledes innehélla termer av
andra ordningen. Detta kdnns ju inte bra. En relativistisk variant, som utgar
fran Einsteins berémda ekvation:

(17) o, = m?

Leder oss till ekvationen

(18) (0,0" —m*)Y =0
Vilket for tankarna till vagrorelser. Schrodinger sjélv beskrev garna kvantmeka-
niken i termer av vagor.

Tar man hénsyn till partiklars spinn far man ekvationer pa formen

(19) (179, — m) = 0

Dér v ar fyra operatorer som genererar Clifford-algebran Cly 3(R). Nu borjar
vi emellertid komma in pa saker som ar langt langt bortom den hér artikelns
syfte.

5 Paus
Det ar formodligen noédvandigt att ta det litet lugnt och blicka tillbaka en stund
nu innan vi fortsatter.

Vi har nu byggt upp ett grundliggande matematiskt ramverk, dér vi beskriver
fysikaliska system som vektorer i hilbertrum. Vi kan beskriva dem i termer av
normerade egentillstdnd, som bildar en bas. Vi kan anvdnda Borns regel for att
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rdkna ut sannolikheten for varje utfall for en métning. Vi forstar att systemet
efter en métning alltid befinner sig i det egentillstand som svarar mot utfallet
fér métningen.

Harifran kan vi ga tva vigar. Vi kan fundera pa vad som hénder om vi betraktar
ett system som bestar av flera delsystem. Vi kan ocksa fundera pa vad som
hander om vi ar intresserade av olika aspekter av ett enskilt system.

Vi borjar med att fundera pa det senare. En katt har ju trots allt fler egenskaper
an sin hunger. Exempelvis borde vi kunna beskriva riktningen pa dess svans,
fuktigheten av dess péls &sv.

6 Observabler och operatorer

Storheter som kan métas kallas for observabler. En métning av en observabel
resulterar alltid i en reell skalér (vissa storheter &r diskreta och métningar kan
d& resultera i element ur ndgon d&nnu mer restriktiv, uppraknelig, mangd).

Ett fysikaliskt system kan ha, och har i allmdnhet, manga observabler. Ténker
vi oss en liten sten i rymden s& har vi exempelvis position, rérelsemangd och
massa. Kanske har vi dven rorelsemédngdsmoment och elektrisk laddning. Kanske
fler 4n sa. Innan vi ger oss in pa att betrakta fler observabler kanske vi borde
ifragasatta vart tidigare val av bas.

6.0 Projektion med var inre produkt, basbyten

Lat oss nu fundera pa var séta katt igen. Observabeln méattnad gav upphov
till ett tvadimensionellt tillstandrum, H. Vi kunde sen dela upp detta rum i
tva underrum, ‘H = Hyp & H,,, med tillhorande egentillstand. Fanns det nagot
funamentalt med denna uppdelning, och darmed val av bas? Det borde ju inte
finnas nagot egentligen fundamentalt, pa en representativ niva, med ett val av
bas. Vart val av bas var praktiskt for uppgiften, men det var inte meningsfullt
rent funamentalt. Lat oss understka vad som hade hdnt om vi hade valt en
annan bas, €},.

En alternativ bas hade kunnat vara e, = ej, + ey, och €} = e,,. Vi far normera
sa vi inte behéver krangla, sa vi skriver om den férsta som ef, = % Vad

vi borde tédnka pa nu dr hur Borns regel ser ut i termer av den hér nya basen.

Vad man da far gora ar att projicera tillstandet uttryckt i den nya basen pa den
bas som svarade mot vara egentillstdnd. Detta kan goras med hjélp av var inre
produkt. Var katt &r i tillstdndet (i var nya bas, e’ respektive var gamla bas, e)
Y = be) + ble} = a™e,, + a’ep. En sddan projektion skriver vi pa formen:

at = (b0 + bel, e,

20
(20) =e"(bep + ble))
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Och darifran far vi vara nya koefficienter. Det dr alltsa egentligen ingenting
annat an en basbytestensor. Rent allmént kan vi skriva:

P = (b + blel,eu)e,

— B
=a'e,

(21)

Vi kan skriva denna projektionsoperator som € @ e, € H* ® H, alltsd en
(1,1)-tensor. I vart fall kommer den forsta faktorn, alltsa kovektorn, dta upp en
vektor och spotta ut var koefficient som hér till den andra faktorn (vi anvinde
tensorn som € ® e, : H — H men det &dr sdklart inte enda séttet man kan
anvinda den pa).

Nér vi nu har koefficienterna i var egenbas kan vi rdkna ut sannolikheterna
precis pa samma satt som vi férut gjorde.

6.1 Operatorer for observabler

Det &r inte alltid vi vill méta nagot i stil med hungrig och métt. Ibland
vill vi méta ndgot som har ett virde (en reell skaldr), en observabel. Inom
kvantmekaniken hor till varje observabel en relaterad operator. Det ar med
avseende pa denna som den ovan namnda egenbasen hor. Egenbasen for en
operator ar alltsa de vektorer som for operatorn ar egenvektorer.

En operator, o : H — H, fér en observabel har som uppgift att projicera ett
tillstand pa observabelns tillhérande egentillstand, viktade med motsvarande
métviarde, A. Vi kan se har att ett tillstind som &r ett egentillstand for en
observabel kommer bevara sin "riktning” efter projektion, och saledes enbart
skalas om. For ett tillstind ¢ = e, som alltsé &r en basvektor for egenbasen
som associeras med observabeln har vi:

(22) AP = Ao

Vi ser hir att méatvardet ar ett egenvdrde for operatorn. For ett allméant tillstand
uttryckt i egenbasen (har vi det inte i egenbasen kan vi hitta koefficienterna
med projektionsforfarandet som beskrivs ovan), ¢ = ¢*e,,, har vi:

(23) g = Apte,

Ifran detta uttryck ar steget inte langt fran att anvinda Borns regel for att skaffa
oss ett forvintansvirde (av matematiker ofta slarvigt kallat {or vdntevirde),
E[/], for en mitning av den observabel som motsvaras av operatorn «7. Lat
oss gora det:
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(24) Elet) = (b, 0)
(25) = e dYte,
(26) — Neipre,
(27) PN

Antligen kan kvantfysiken géra nigot vettigt! Det édr, hursomhelst, inte triviellt
att finna o/ f6r var observabel.

6.1.0 Adjungerade operatorer och reella egenvirden

Som tidigare ndmnt maste egenvirdena, alltsa de métvirden vi far vid en
métning, vara reella skaldrer. De kan inte vara komplexa. For att en operator
ska ha reella egenvirden behéver den vara sjdlvadjungerad, vilket innebar att
den uppfyller vissa villkor i férhallande till sin adjungerade operator. Ibland
kallas detta dven att operatorn ar hermitesk eller hermitisk med avseende pa sitt
Hermite-konjugat. Det ar oavsett samma sak. Vad ar da en adjungerad operator?
Fér en operator, o/ : H — H, har vi en adjungerad operator &/ : H — H
enligt ekvationen:

(28) (¥, 0) = (¥, ')

Om & ir sjilvadjungerad si innebér det att &/ = o/T. Vi har dven att (&/T)1 =
</ under alla omsténdigheter. Vi har alltsa att varje observabel &r relaterad till
en sjalvadjungerad operator.

6.2 Flera observabler for ett system, kommutativitet
och komplementaritet

En sak vi inte har talat om &n, men som ar av central betydelse, i och med att
det utgor en av de tydligaste skillnaderna mellan kvant- och vanlig fysik, for
kvantmekaniken, ndmligen system med flera observabler.

L&t oss betrakta tre observabler: position, hastighet och rérelsemangd som
motsvaras av operatorerna 2, ¥ och &. Vi borjar med de senare tva. Vi tar
fram var katt i ladan igen, men glommer huruvida den ar hungrig eller méatt. I
stéllet ska vi méta dess hastighet och rérelseméngd. Eftersom vi inte kommer
att ga in pd kvantmekanik (denna artikel 4r &mnad att ldgga en stabil grund
for kvantfysik i allménhet, inte kvantmekanik) ska vi gora det enkelt.

6.2.0 Maitning av rorelsemingd och hastighet

Var katt kan springa i tre olika hastigheter, 0, 1 eller 2 kilometer per timme.
Lat oss kalla egentillstinden som motsvarar dessa tre métvirden for vy, v1 och
vg (dessa ér en bas). P4 samma sitt kan katten ha rérelseméngderna 0, 5 eller
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10 kilogramkilometer per timme. Lat oss kalla egentillstAnden som motsvarar
dessa tre métvarden for pg, ps och pig.

Nu lagger vi katten i ladan, tillsluter locket och skakar om lddan i en minut, sa
att katten beskrivs av tillstandet (utvecklingen fran att vi lade in katten till att
vi har skakat lddan i en minut kommer vi inte kunna beskriva for det finns inga
ordentliga modeller for hur katter beter sig i 1ddor) ¥ = a%vy + alvy + a?ve =
BOpo + b2ps + b1y i vara tva baser.

Berdknar vi nu forvantansvéardet for hastigheten for katten far vi:

(29) E1=0-1a"P+1-a'* +2-a*?

Nér vi méter kommer vi i allménhet inte fa forvantansvirdet (ett forvantansvér-
de behover ju inte ens ligga i utfallsrummet, alltsd det behover inte sammanfalla
med ett egenvirde for operatorn), utan vi kommer méta hastigheten till 0
kilometer i timmen med sannolikheten |a|?, och pa samma siitt kommer sanno-
likheten att vi méter hastigheten till 1 kilometer per timme vara |a!|?. Slutligen
kommer vi méta hastigheten till 2 kilometer per timme vara |a?|?.

Nu hor det till saken att vi rakar veta att katten viager 5 kilogram. Vi kan da
(med den klassiska approximationen att rérelseméngd ar hastighet multiplicerat
med massa) betrakta métningen av kattens hastighet som en métning av
kattens rorelseméngd. Vi har ju egentligen matt samma sak, bara att vi behover
multiplicera egenvirdena med en faktor 5 kilogram. Sannolikheten for att
méta kattens hastighet till ett egenvirde maste alltsa vara exakt lika stor som
sannolikheten for att méta kattens rorelseméngd till samma egenvirde fast
multiplicerat med en faktor 5. Med andra ord har vi:

(30) E[P?)=E(V]-5
=0-[a®®+5-|a'|? +10-|a??

och om vi stéller upp enligt var rérelseméngdsbas har vi

(31) E[P) =0- b + 5[b°|* + 10[p°?

Om vi betraktar sannolikheterna for sig sjélva inser vi att a® = °, och samma
for de andra koefficienterna. Eftersom vi inte gjort nagot val av ¢ sé leder
resultatet till slutsatsen att baserna ar samma. Vi har alltsd vg = pg och sa
vidare.

Det finns ett viktigt resultat i detta som ar latt att missa. Nér vi lyfter pa locket
och méter kattens hastighet kommer kattens tillstand kollapsa till ett egentill-
stand for hastighetsoperatorn med nagon sannolikhet. Déarefter kan vi méta

15



rorelseméngden, men vi dr ju redan i ett egentillstand for den eftersom bade
hastighet och rorelseméngd hade samma egenbas. Alltsa blir rorelsemangdsmét-
ningen, om den sker omedelbart efterat alltid den rérelsemédngd som motsvarar
den uppmétta hastigheten. P4 samma sétt kan vi gora tviart om och méta rorel-
seméngden forst och hastigheten senare. Oavsett vilken vi véljer férst kommer
vi fa samma sannolikhetsférdelning for egentillstanden och eftersom de delar
egenbas sa kommer det inte spela nagon roll vilken vi mater forst.

6.2.1 Kommutativitet

Rent matematiskt kan vi beskriva detta i termer av nagot vi kallar for kommu-
tator. Vi definierar en kommutator for tva operatorer o/ och % som (<7, H)] :
H — H enligt:

(32) [, By = (o 0o B — P o)

Tva operatorer sidgs kommutera om deras kommutator &r 0. Varje operator
kommuterar med sig sjilv, vilket 14tt kan inses med att kommutatorn &r
antisymmetrisk i sina argument, [o, B| = —[B, #].

Kommutatorn for hastighet och rorelseméngd &r alltsd noll. De kommuterar.
[V, 2] =[2, 7] =0. Det spelar ingen roll vilken av dem vi méter forst.

6.2.2 Matning av hastighet och position

Om vi i stéllet for rorelseméngd och hastighet, vars klassiska skillnad bara &ar
multiplikation med en konstant och kanske kdnd massa, méter hastighet och
position. Mellan dem finns inget sadant forhallande. Vi kan f6r enkelhetens skull
sdga att katten kan befinna sig pa tre olika positioner: 0, 2 och 4 centimeter ifran
ladans norra innervigg. Lat dessa tre egenvirden svara mot tre egentillstand
som bildar en bas, zg, x2 och z4. Kattens tillstand kan vi i denna bas skriva
som ¥ = Pzg + 2xy + ctay.

I vanlig ordning kan vi skriva forvintansvirdet for avstandet mellan katten och
ladan norra kant enligt:

(33) EZ)=0-1P+2- 2> +4-|a*]?

Inget konstigt alls sd hér langt. Lat oss sdga att vi vid en métning, med
sannolikheten |c?|?, méter kattens position till 2 centimeter ifran lddans norra
kant. Kattens tillstand &r nu zo, alltsa egentillstdndet som svarar mot det
métresultatet. Vill vi nu omdedelbart méta hastigheten ocksé sa maste vi
projicera det egentillstandet pa egenbasen som svarar mot hastighetsoperatorn.

Vi har ingen anledning att tro att dessa tva egenbaser sammanfaller pa samma
sétt som de gjorde for hastighet och rorelseméngd. Lat deras férhéllande i stéllet
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vara pa ett annat sdtt som gor det nagorlunda enkelt att rdkna. xg = UO—\E“,
v1+v2 — V240

Iy = \/57(52— V2

Egentillstandet vi erh6ll vid var positionsmétning av katten var alltsa ¢ = xo =

%. En projektion pa egenbasen for hastighetsoperatorn blir enkel. Vi far

koefficienter sadana att ¢ = %’02 + %vo.

Det innebéar alltsa att da katten ar 2 centimeter fran ladans norra kant sa
kan den bara ha hastigheterna 0 eller 2 kilometer per timme. Vidare kommer
12 1

sannolikheterna for att vid en omedelbar métning av hastigheten vara 5 T3

for att fa resultatet 0 och % for att fa 2 kilometer per timme.

Lat oss sdga att vi méater hastigheten till 2 kilometer per timme. I egenbasen for
position kommer vi kunna skriva om tillstandet enligt ¢ = vy = %ml + %xg.
Vi har alltsa sannolikheten % att omedelbart efter var hastighetsmétning méta
katten till positionen 0 centimeter ifran ladans norra kant.

Sammanfattningsvis kan vi siiga att med ovan forhdllande mellan egenbaserna
kan vi méta positionen, sen hastigheten, sen positionen igen och det dr méojligt att
vi far resultaten 2 centimeter, 2 kilometer per timm och slutligen 0 centimeter.

Ar det méjligt att vi skulle kunnat kasta om ordningen av vira métningar och
dnda ha exakt samma sannolikheter for att méata just de viardena. Sag att vi
métte positionen forst, sen positionen igen och slutligen hastigheten.

Vi betraktar den omkastade matordningen. Den forsta positionsmétningen méaste
ha samma sannolikhetsférdelning i bada fallen, sd dar kan vi inte ha nagon
skillnad. Tar vi sen och méter positionen igen sa ar ju tillstindet redan i ett
egentillstand, och vi maste darfor fa samma vérde igen. Fick vi 0 centimeter vid
forsta métningen s maste vi vid en omedelbart efterféljande positionsmétning
ocksa fa resultatet 0 cm. Dérifran kommer en hastighetsmétning ha samma
sannolikhetsfordelning som i det forsta fallet.

Vi kan notera en viktig och uppenbar skillnad. I det omkastade fallet kan vi

inte fa olika métresultat vid positionsmétningarna, men det kunde vi med den
forsta ordningen. Rent matematiskt kan vi alltsa stélla upp olikheten

(34) ZXoVoX X oX oV
Vilket leder till slutsatsen

(2N =F oV =V o X

(35) 40

Hastighetsoperatorn och positionsoperatorn kommuterar alltsa inte och det
spelar darmed roll vilken av dem vi méter forst. De delar inte egenbas.
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Rent fysikaliskt kan vi tdnka oss att vi vid en méatning alltid maste fordndra
systemet vi méter pa. Vi paverkar kattens position nir vi méter dess hastighet
och dess hastighet nar vi méter dess position. Detta ar egentligen ingenting
anméirkningsvirt, men det &r inte heller ndgot man alls tar hénsyn till inom
den klassiska fysiken.

6.2.3 1 Onogrannhetsrelationen

For storheter vars operatorer inte kommuterar har vi en relation som sétter
en undre gréns for onogrannheten for forvintansvirdena vid en omkastning
av méatordningen. Denna brukar uttryckas enligt, for tva icke kommunterande
operatorer, &/ och 4.

(36) ogop >k

Dér o, ar roten ur variansen for féorvintansvirdet av o7. k ar ndgon konstant
med rétt dimension. Det mest kidnda exemplet brukar kallas fér den kanoniska
kommutationsrelationen:

| S

(37) OCPOx 2

Ibland kallas dessa relationer for Heinsenbergs onogrannhetsrelationer eller
Heinsenbergs osdkerhetsrelationer.

6.3 1 Kontinuitetsgransen och vigfunktionen

Det ar inte alla observabler som bara kan befinna sig i en begrédnsad méangd
tillstdnd. En sten i rymden kan vi observera i ett kontinuum av positioner och
rorelseméngder, for att ta ett exempel. Tillstandet beskrivs da vanligen av en
kontinuerlig komplexvird (egentligen inte komplexvéird utan den beskrivs nog
bést som ett kontinuerligt tvarsnitt 6ver ett fiberknippe men s langt skall vi
inte ga har) funktion, ¥ (x).

Tolkningen blir da att ¢(x) ar sannolikhetstédtheten runt punkten x. Det blir
inte lika 14tt att normera denna funktion, men det gar saklart. Vi har forvin-
tansvéirdet for positionen enligt

(38) ElX] = / oip(x)d3z

och ett egentillstand, sig omedelbart efter métning av en position som resulte-
rade i positionen &, blir

(39) U(x) =0(x =€)



Vid detta tillstand maste ju forvintansvirdet for positionen vara exakt &, vi
sétter in och far

12 = / 26z — &)z
=

(40)

Korrekt! Detta ar det vanliga séttet att rdkna pa kvantmekanik nér man sysslar
med atomer och molekyler. Vi stannar dér och atergar till diskreta tillstand.

7 En till paus

Nu har vi byggt upp ett, nagorlunda, stabilt matematiskt ramverk fér att
beskriva fysikaliska system i termer av vektorer i vektorrum. Vi kan rdkna ut
saker och vi har kommit fram till att ordningen av métningar kan spela roll,
eller, ekvivalent, att métningar paverkar systemet vi méter.

Vi har inte beskrivit matematiskt hur ett tillstand utvecklas i tiden, och det
kommer vi heller inte att gora

Gar vi tillbaka till vart exempel med métning av hastighet och position for
katten i ladan sa satte vi forhallandet mellan egenbasen fér positionsoperatorn
och hastighetsoperatorn till ndgot givet, vilket var praktiskt for exemplet i det
att det gjorde det latt att rdkna, men & andra sidan kédndes det inte sa verkligt
kanske. Kan man rédkna ut forhallandet? Lat oss undersoka det!

Vi var tydliga med att ladan skakades i en minut efter att katten placerades dar.
Lat oss genomfora ett experiment manga ganger, i vilket vi placerar katten pa
en kdnd plats, skakar ladan i exakt en minut och sen underséker var den ar. Da
kan vi, pa ett experimentellt sétt, fa sannolikheterna for de olika matvirdena vid
en positionsméatning omedelbart efter en minuts skakande. Dessa sannolikheter
maste ju vara kompatibla med koefficienterna i kvanttillstdndet, och pa sa satt
har vi raknat ut dem (upp till en fas, alltsa en komplex faktor med normen 1,
som inte kommer paverka méitresultatet).

P& samma satt kan vi genom att for ifran varje positionsegentillstand méta
hastigheten fa sannolikhetsférdelningen for de olika métresultaten. Detta ger
ju koefficienterna for hastighetsegentillstanden i egenbasen for position. De gar
alltsa att rdkna ut. Vidare kan vi rdkna ut projektionsoperatorn med dessa, och
med denna kan vi skriva hastighetsoperatorn, som ju bara &r en projektion pa
den tillhérande egenbasen viktad med matvirdena, alltsa operatorns egenvérden.

Négonting vi &nnu inte har betraktat ar system som vi kan bygga av flera
delsystem. Vi bor stélla oss fragan vad som hidnder om vi ldgger tva katter
i samma lada. Kanske interagerar dem, kanske later de varandra vara (det
finns aterigen ingen ordentlig teori for katters beteenden i lador och jag vigras
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forskningsanslag trots att jag kan garantera fantastiska resultat om jag bara
far nan miljon kronor eller s&).

8 Sammansatta tillstand

Sammansatta tillstand bestar av flera delsystem. Atomer kan exempelvis be-
skrivas som delsystem bestdende av de enskilda elektornerna och kédrnan, och
kdrnan kan vidare delas in i flera nivaer. Hela systemet kan alltid fortfarande
beskrivas som ett kvanttillstand. Har kommer dina kunskaper i multilinjér
algebra vil till anvinding!

8.0 Tensorprodukt mellan hilbertrum

Vi borjar med ett system som bestar av tva delsystem. Vill man generalisera
vidare kan man gora det med samma formalism. Hilbertrummet som vart sam-
mansatta tillstand lever i kan skrivas som en tensorprodukt mellan delsystemens
hilbertrum. Lat oss kalla delsystemen a och b, med tillhérande tillstandsrum
H(@) och H®):

(41) H=HDoH

Vi har dven, i vanlig ordning:

(42) dimH = dimH @ - dimH®

Lat oss nu siga att dimH @ = d@ och dimH® = d®, s att dimH = d(Dd®),
H ar ju ett linjart rum precis som tidigare sa vi kan ju roa oss med att finna en
bas.

Vi ténker oss att vi har baser for a och b i eELa) och e déir i och v finns i
méngderna {0,1,2,...,d — 1} respektive {0,1,2,...,d® — 1}. Fragan vi nu
borde stélla oss &r om vi fran dessa tva baser kan finna d(®d(® nya basvektorer
som alltsa far utgora bas for H. Det gar att gora pa ett uppenbart sidtt genom

att helt enkelt tensormultiplicera dem, vilket resulterar i exakt s& manga, linjért
oberoende, vektorer, alltsd en bas.

(43) Cpr = eha) ® el(ja)

Pa exakt samma satt kan vi ifran dualbaserna skaffa oss en dualbas for H*:

(44) eV = (an g (v
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Dessa tva baser kommer saklart uppfylla vart villkor

(45) " epe = 050y

8.1 Produkttillstand

Ett specialfall av ett sammansatt tillstdnd ar de sa kallade produkttillstanden.
Dessa kan skrivas som tensorprodukten mellan tva olika tillstand, (® € H ()
och y® € H®):

(46) =9 @y

Om vi skriver dem i sina baser har vi ¢(®) = 1/1(“)“6,8“) och 1h® = yp®re®,
Produkttillstandet 1) kommer da i basen vi byggde som tensorprodukter mellan
dessa baser kunna skrivas som:

(47) P = play®e@) g e

Vi har alltsa att koefficienterna ar

(48) PV = (@) (O

Rent matematiskt kan vi beskriva ¢ som en (2, 0)-tensor, alltsa ett objekt som
vill kdka tva kovektorer for att ge tillbaka en skaldr. Vidare kan vi notera att
denna tensor kan skrivas som tensorprodukten mellan tva tillstand. En sddan
tensor kallas isdrtagbar.

8.2 Sammanflatade tillstand

Det finns inget som hindrar att ett tillstand i H inte kan skrivas som tensorpro-
dukten mellan ett tillstand i #(®) och ett tillstand i H®), utan méaste skrivas
som en summa av flera sidana produkter. En sadan tensor ar inte isdrtagbar
och kallas inom kvantfysiken for sammanflatad.

Vi kommer att atervinda till ssmmanflatade tillstand sa smaningom eftersom
de ar sarskilt intressanta for vara andamal.
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8.3 Sammansatta operatorer

Tvé sjalvadjungerade operatorer, o7 (®) : #(®) — (@) och o7 ® : H®) — 3®)
for nagon observabel, kan anviandas for att konstruera en sjalvadjungerad
operator, & : H — H enligt:

(49) o =D a®

Som verkar pa ett produkttillstand, ¥ = ¥ @ (® enligt:

(50) A = D P @ g7 ) y®)

Utifran det kan linjdritet anvindas for att utoka till allména sammanflatade
tillstand, som ju bara dr summor av produkttillstand.

Ett intressant fall 4r d& observabeln ar additiv, exempelvis kommer det totala
systemets rorelseméngd vara summan av delsystemens rorelseméangd, sa rorelse-
méngdsoperatorn, &, kan skrivas som en summa av en operator som lamnar
den ena faktorn oférandrad men méter den andra och en operator som gor tvért
om, alltsa:

(51) P =2 2id® +id» g 2O

Dir id® &r identitetsoperatorn pa H(* och motsvarande for b. Identitetsopera-
torn ér precis som den later, den fordndrar ingenting (for ett allmént tillstand
¢ har vi alltid id¢ = ¢).

9 En sista paus

Lat oss ta en stund och fundera péa vad vi nu har. Vi kan beskriva fysikaliska
system. Vi kan gora forutsigelser och rékna ut forvantansviarden for matningar
pa dem. Vi kan dela upp dem i delsystem. Teorin vi behover ar egentligen sa
gott som fullsténdig vid det har laget.

Innan vi avslutar denna forberedande artikel dr det pa sin plats att vi betraktar
nagra mer eller mindre upplysande exempel och att vi diskuterar nagra effekter,
och avsaknad av sddana, av kvantfysiken som inte finns i den klassiska. Detta
kommer forbereda infor tillimpningar inom exempelvis kvantinformatik.

10 Praktiskt exempel: polarisation av fotoner

Ett sarskilt enkelt system att studera &r fotoner och polarisation. Vi ska
nu studera i detalj hur enskilda och fler fotoner beter sig nir de passerar
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polariserande filter.

10.0 Beskrivning av fotoner genom polarisationsfilter

L&t oss betrakta en foton i 23 = z-riktningen, n,. Den kan ha en polarisation

som beskrivs av en riktning i det plan med konstant z som innehaller den
position som fotonen befinner sig i. Detta kan beskrivas med ett tvadimensionellt
hilbertrum, #. Vi kan inféra en bas om vi vill, enklast ar vil en ortonormerad
bas, e;, ey, relaterad till riktningarna n, respektive n,. Vad betyder da den
polarisationsriktningen? Vi beskriver det genom filter.

Ett polarisationsfilter beskrivs ocksd av en riktning, och sannolikheten for att
en foton ska passera filtret &r cos?(#), dir 6 &r den minsta vinkeln mellan
fotonens polarisation och antingen filtrets riktning eller dess motsatta riktning
(alltsd riktningen med en faktor —1). Detta innebér att om de ar likriktade
(eller motriktade sdklart) kommer fotoner passera filtret med full sannolikhet
(cos?(0) = 1), om den minsta vinkeln mellan dem &r ett &ttondels varv kommer
hélften gd igenom (cos*(Z) = 1) och &r minsta vinkeln mellan dem ett kvarts

4
varv s& kommer fotonen aldrig ga igenom (cos?(5) = 0).

Vi kan utifrdn dessa resultat, kdnda sen ldnge fran klassisk optik, konstruera en
polarisationsfilteroperator, %, som beskriver huruvida en foton passerar filtret
eller inte. Egenvéirdena &r alltsd 1 for passera och 0 for stoppa. Lat oss sédga att
filtret &r riktat i en riktning ng och beteckna detta som %¢. Da kan vi infora
en egenbas for operatorn i formen e¢ och e, dir n, &r en vinkelrat riktning
frdn ne. Vi kan da beskriva operatorn i den basen som:

(52) Fe=1-e0e+0-¢e,2¢"

Lat oss nu sédga att vi har en foton vars tillstand i egenbasen for %, kan skrivas
som 1 = aeg + be,. Vart normeringsvillkor séger oss att |a|? + |b]* = 1. Det for
tankarna till den trigonometriska ettan, sin®(0) + cos?(f) = 1. Vi kan alltsa,
utan att forlora nagon generalitet eftersom riktningarna &nda kan multipliceras
med faktor —1 godtyckligt, skriva koefficienterna med avseende péa en parameter
0 sé att vi har ¢ = cos(f)es + sin(f)e,,. Detta har ju givetvis en geometrisk
tolkning, som jag avsiktligen undanhéalligt fér l&saren fram till nu eftersom jag
anser att den minskar forstaelsen i ett tidigt skede jamfort med en mer abstrakt
beskrivning. Vad ar forvintansvirdet for att fotonen ska passera filtret? Lat oss
rakna ut det med hjélp av Borns regel:
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Vilket var exakt det vi férvintade oss! Kompatibilitet med klassiska resultat
betyder oftast (men inte alltid) att man gjort nagot ritt.

10.1 En foton igenom flera filter

Vi ska nu undersoka en situation och komma fram till ett underbart fantastiskt
resultat. Vi forestéller oss en foton som &r polariserad i nagon riktning, sig n,.
Vi vet att £[.%,] = 1 for denna foton (om lasaren kénner sig osdker sa ar det
nog pa sin plats att fundera en stund, ovan har ndmligen allt férklarats som
leder fram till den enkla slutsatsen, sa det ar bara att kontrollrdknal).

Nu sétter vi ett till filter omedelbart efter det forsta. Om vi véljer samma
riktning, alltsa ett filter som beskrivs av en identisk operator, #,, far vi
naturligtvis samma forvintansvérde, 1. Fotonen borjade i tillstdnden ¢ = e,.
Detta ar ett egentillstind for .%, med egenvardet 1. Efter méatningen kommer
ju tillstdndet vara kvar i det egentillstandet. Samma géller for nésta filter.
Sannolikheten for fotonen att passera bada filtren ér i sd fall 1. £[.F, 0 F,| =1
for var foton som var polariserad i n, fran borjan.

Om vi vrider det andra filtret ett kvarts varv, s att det representeras av
operatorn %, hur stor ér sannolikheten att fotonen kommer igenom? Den gar
ju alltid igenom det forsta filtret eftersom den borjade i det filtrets egentillstand
med egenvirde 1. Efter den métningen kommer ju tillstandet vara oférédndrat,
Y = e,. Vi kan ju explicit rikna ut forvintansvirdet for .%,, alltsa £[.%,] for ¢
(pd samma sétt som vi gjorde tidigare):

(54) = <0»€w>

Vi har alltsa att den aldrig kommer igenom det andra filtret. Vart resultat kan
sammanfattas med att £[.%, o F;] = 0 for ett tillstand ¢ = e,.

Nu kommer den stora 6verraskningen. Vi kl&immer in ett till filter mellan de
tva vi redan har. Lat detta filter ligga i riktningen n, sddan att

(55) ne = cos(%)nm + sin(%)ny

vilket alltsa ar roterat ett attondels varv sddant att det pekar mitt emellan
ng och ny,. Denna operatorn skriver vi F¢. Vi kan nu utnyttja vart tidigare
resultat for E[F¢ o F,]. Vi har redan rdknat ut att det blir
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cos?(0) = COSQ(Z)

(56)

Hélften av fotonerna gar alltsd igenom de forsta tva filtren. Kommer det sista
filtret aterigen sétta stopp for den tappra lilla hélft av fotoner som kdmpat sig
igenom de tva forsta filtren? Vad vi bér minnas hér ar att fotonens tillstand
om den passerar det andra filtret ar egentillstandet for det som har egenvéirdet
1, alltsd ¢ = e¢. Vi kan hér bespara oss nigra berédkningar (4ven om det inte
alls ar svart att goéra pa samma sitt vi gjort tidigare for att anvinda Borns
regel for att rdkna ut forvintansvirden) genom att anvinda Bayes sats. Rotera
koordinatsystemen ett attondels varv och anvédnd samma argument med Bayes
sats sd ser vi att hilften av de 6verlevande fotonerna (alltsd en fjardedel av de
som var med fran borjan) fran de tva forsta filtren dven passerar det tredje.

Vi méaste summera detta. Vi har alltsa de fantastiska resultaten

(57) och
E1Fy 0 Feo Pl = |

Filtret vi skjot igenom gor alltsa att fotoner, med nollskild sannolikhet, kan ga
igenom det sista filtret, vilket inte var mojligt annars. Notera hér att vi anvant
ett filter for att inte filtrera fotoner. Det dr anmérkningsvirt och belyser
en viktig punkt. Métning (s& som att lata fotonen ga igenom ett filter) far
alltid tillstandet att kollapsa till ett egentillstand fér operatorn som motsvvarar
observabeln som maéttes. Nér vi métte med filtret i ng sa forsattes den halft av
fotoner som kom igenom det i tillstandet e som &r det egentillstand for .7
som har egenvirdet 1. Detta tillstand &r inte ortogonalt mot det egentillstand
for #, som har egenvérdet 1, alltsa e,,. A andra sidan &r tillstandet direkt efter
forsta filtret, e;, ortogonalt mot e,.

Det hér ar sannerligen ett fantastiskt resultat och ldsaren uppmanas fundera
pa det tills det kdnns klart.

10.2 Sammanflatade fotoner genom var sitt filter

Det finns fysikaliska processer i vilka frihetsgrader begransas av bevaranderela-
tioner. Det finns ingen process som bryter emot, till exempel, rérelseméangdens,
strommens och rorelseméngdsmomentets bevarande. Rorelsemadngdens bevaran-
de leder till att, pa en mycket liten skala (4nda ned pa funamentala partiklars
nivd), nagot som kallas f6r spinn (vi kommer inte gd in s& mycket pa det,
jag lovar) bevaras. Vid en process sa som annihilation av ett par partiklar
vars spinnsumma ar 0 (kan exempelvis vara en elektron med spinn _71 och
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en positron med spinn %), som resulterar i tva fotoner maste dessa fotoner
(fotoner har alltid spinn 1 eller —1) ha spinn i exakt motsatt riktning mot
varandra. Annars skulle inte rorelseméangden bevaras. Det vi tidigare har kallat
polarisation beskrivs pa kvantniva med spinn. Vi behéver inte fundera mer pa
det utan det récker med att vi forstar att det finns processer i vilka ett par
av fotoner med samma polarisationsriktning (eventuellt skiljer de sig med en
faktor —1 men den blir aldrig viktig).

Vi genomfor ett sidant experiment och later tva partiklar annihileras till tva
fotoner pa det sédttet. Ett tillstand for dessa tva fotoner kan vi skriva som
ett sammansatt tillstand av tva delsystem. Varje fotons polarisationstillstand
kommer bilda ett tvAdimensionellt hilbertrum, H. och vi har totalt rummet

(58) H="H, oMH,

Detta rum har dimension 4. En bas skulle kunna vara typ de fyra linjart
oberoende vektorerna

er & ey,

er & €y,
(59) !
ey X €z,

€y @ ey

Vi minns att alla uppsittningar av fyra linjart oberoende tillstand &r en bas for
vart H, och en bas &ar bara for att vi ska kunna rdkna ut saker sa vi vill véilja
en, om vi ens maste vélja en, som gor livet lattare fér stunden. En gentleman
véljer en bas om, och endast om, han verkligen behéver; och knappt ens da.

Véra tva fotoner beskriver vi med tillstandet ¢ (jo det finns ju andra symboler
att anvinda, men v borde vid det hér laget kinnas trygg och bekant som en
god gammal vin). Vi vet att bada fotonerna har polarisation i samma riktning,
s& koefficienterna for de basvektorer som ar av blandade riktningar méaste vara
noll. Vi kan, i en ortonormerad bas likt den ovan, skriva tillstandet som

(60) wzé;%®%+%®%

(dér vi passat pa att normera ocksd, vilket underlittar avsevirt nir vi anvinder
Borns regel). Vi bor héir notera att det inte dr nigot produkttillstind utan ett
sammanflatat tillstand.

Lat oss nu understka vad som hinder nir vi later dessa tva fotoner ga igenom
var sitt filter och stélla oss en viktig fraga. Vad ar sannolikheten att bada
passerar eller att bada stoppas (alltsa korrelationen)?
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For att gora berdkningarna aningen enklare s kommer vi ihag att vi ovan
skrev ¢ = %(em ® ez + ey ® ey), vilket &r giltigt f6r vilken ortonormerad bas
som helst, alltsd ganska godtyckligt. Lat dérfor, utan att pa nagot satt forlora
allménheten i experimentet, det ena (fér enkelhetens skull kallar vi fotonerna
harmed for den forsta och den andra fotonen, dar vi skriver den forsta forst
och med denna notation géller filtret i friga den forsta fotonen) filtret vara
i riktningen n,, och alltsd representeras av operatorn (kom ihdg att det ar
ett sammansatt tillstdnd s& operatorerna dr sammansatta de med) %, ® id.
Det andra filtret far vara i ndgon annan riktning, typ ne pa sa sitt som vi
definierade den riktningen tidigare i termer av parametern (vinkeln) 6.

Vi kan alltsa skriva operatorerna som

(F5 @1id) o (id ® Fe)
(61) respektive
(1d @ Fe) o (Fy ®id)

beroende pa vilken vi vill goéra forst. Vi ar &nnu inte sékra pa om de kommuterar,
utan det aterstar att undersoka.

Lat oss borja med den senare ordningen. Vi berdknar i vanlig ordning resultatet
av (F, ®1id)y. Var egenbas har egenvéirdena 1 for e, ® e, och e; ® e, men 0
for e, ® e, och e, ® e, s& vart nya tillstdnd blir:

(62) (F, @id)Y = Lex R ey

V2

Vi ser ju héir att férvéintansvéirdet for att g igenom ar en halv, £[(%, ®id)] = 1,

vilket ju ar rimligt for det a4r sannolikheten for att den ena fotonen ska ga
igenom sitt filter medan vi inte prévat den andra fotonen alls. Lat oss nu gora
det genom operatorn id @ F¢. Detta gors littast genom att skriva om vart
tillstand fran egenbasen for %, @ 1id till en egenbas for id ® %¢. Vi skriver alltsa
om den andra termen i var vektor enligt:

(63) e, = cos(f)es — sin(f)e,,

Med £ochn som tidigare beskrivna. I dessa termer kan vi skriva vart tillstand,
dar den ena fotonen gatt igenom filtret .%, ® id redan, som:

(64) ) = —=e; @ (cos(f)eg —sin(b)e,,)

1
V2
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Detta ar skrivet i en egenbas for id ® #¢ med egenvirdena 1 for e, ® e och
ey ® e¢ men 0 for e, ® e, och e, ® e,. Vi kan alltsd rdkna ut sannolikheten att
bada passerar till cos?(6).

De ar alltsé korrelerade och det dr litt att se ndgot slags skenbar effekt sé som
att métningen i det andra filtret paverkas av métningen i det forsta filtret men
en stunds funderande borde leda ldsaren till battre tankar. Ett tips kan vara
att betrakta alla utfallen och fundera pa vad skillnad det gér om métningarna
ar separerade med ett tidslikt eller ett rumslikt intervall (minns att rumslikt
separerade intervall inte &r tidsordnade). Det finns inget brott mot kausalitet
héar.

I stéllet for att berdkna den omvdnda operatorordningen explicit sa kan vi
anvianda ett geometriskt argument, ndmligen att ursprungstillstandet, ¢ =
%(ez ® ez + ey ® ey) var helt godtyckligt med avseende pa riktningar sa
lange vektorerna &r ortonormerade. Vi hade alltsa lika gidrna kunnnat vélja
Y= %(Q@eg +e,®e,. Eftersom cos(#) ér en jimn funktion (cos(—7) = cos(7))
ar symmetrin perfekt och vi far samma férvantansvérden.

11 Utblick

Harifran finns det méanga vigar att ga och mycket att fundera pa. En fraga
man kan stélla sig 4r vad som &r berdkningsbart. Vi kommer férmodligen
aldrig kunna beskriva stora objekt, som en ménniska eller en fotboll, med
kvanttillstand.

Kan vi utnyttja de effekter som kvantfysiken belyser som inte finns i klassiska
modeller?

Vilka av vara antaganden géller inte lingre med kvantfysiska modeller?
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A Notation och definitioner

Notationen som anvénds skiljer sig en del fran standardnotation inom ingen-
jorsvirlden och drar mer at det hallet som anvinds inom teoretisk sévéil som
matetmatisk fysik. Notationen foljer [Fur22c] som lidsaren bor konsumerat vid
det har laget.

Notationen for vektorer dr den vanliga i stéllet for ¢ = |¢) som &r vanligt inom
ingenjorslitteratur.

P& samma sétt for kovektorer, * = (1|, anvinds inte.

Indices inom parentes innebér att det ska tolkas som nagot slags nummerlapp
och har inget med koefficienter eller basvektorer att gora.

Einsteins summationskonvention géller. @by = atbimu.
Sannolikheter och férvintansvéirden skrivs kalligrafiskt, P respektive &.
For operatorer anvinds skriptur i stil med .7, 4, % .

Riktningsvektorer, normerade till langden 1, skrivs vanligtvis med tecknet n,
med nagon kordinatriktning i indexposition, typ n..

For att inte smutsa ned har vi omvandlat allt till enheter sidana att h =
c =1, alltsa dr Plancks strukna konstant och ljusets hastihghet vara enheter
for rorelseméngdsmoment respektive hastighet. Medelst dimensionsanalys kan
ldsaren aterinfora dem dér de saknas.

B Forkunskaper

Artikeln ar skriven for att inte stélla sarskilt hoga krav pa ldsaren.

B.0 Naturfilosofi

Eftersom vi inte gick in sa mycket pa kvantmekanik utan mer pa kvantfysiken
som princip sa stélls inte sa stora krav pa fysikkunskaper. Lésaren bor emellertid
ha grundldggande kunskap inom

* Klassisk mekanik (se exempelvis [Kra03a| och [Kra03b])

B.1 Matematik

Det mesta av matematiken som anvinds sammanfattas i [Fur22c|. Lasaren bor
ha kunskap inom

* Linjér algebra, se |Gusl13|
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* Multilinjér algebra, se |Gre78|
* Komplexa tal, se [Ahl79)
* Sannolikhetsldra, se [Kol56] och [Jay79]

Det stélls, anméarkningsvért, inga krav pa att lasaren dr bekvidm med matematisk
analys.

C Vidare lasning

En blivande kvantfysiker vill ju saklart veta mer. Grundlidggande bocker inom
kvantfysik som anvénts vid skrivandet av denna artikel dr [Henl15|, [Shal3],
[Grils], [Dir82], [Wol94] och [Neu3?).

Om ldsaren ér villig att ga vidare inom kvantmekanik och kvantféltteori re-
kommenderas foljande bocker som beskriver matematiken och fysiken: [Fol09],
[Dar94], [Spi70], [Fom63], [Rud73], [Kol57], [Mag05|, [Sch95], [Sch00], [Fol08],
[Wei05], [Dre65] och [Bae92|. Vissa av dem kan vara ganska invecklade s& en
varning ar pa plats. Forlora inte hoppet!

Referenser

[Fur22a]  Anders Furufors. Kvantinformatik, Del II: Kvantinformatikens prin-
ciper. 2022.

Fur22b]  Anders Furufors. Kvantinformatik, Del III: Kvantdatorer. 2022.
Fur22c]  Anders Furufors. Matematisk introduktion. 2022.

[

[

[Kra03a] Meriam och Kraige. Engineering Mechanics: Statics. Wiley, 2003.
[Kra03b] Meriam och Kraige. Engineering Mechanics: Dynamics. Wiley, 2003.
[

Gusl3]  Ivar Gustafsson. Linjar algebra och numerisk analys. Institutionen
fér matematik, Chalmers, 2013.

[Gre78]  Werner Greub. Multilinear Algebra. Springer Verlag, 1978.
[Ahl79]  Lars Ahlfors. Complex Analysis. McGraw-Hill, 1979.

[Kol56] Andrej Kolmogorov. Foundations of the Theory of Probability. Mar-
tino Fine Books, 1956.

[Jay79] Edwin Thompson Jaynes. Probability Theory: The Logic of Science.
Cambridge University Press, 1979.

[Henl5] Maéns Henningson. Borja med kvantfysik. Institutionen for funda-
mental fysik, Chalmers, 2015.

[Shal3]  Ramamurti Shankar. Principles of Quantum Mechanics. Springer
Verlag, 2013.

[Gril8]  David Griffiths. Introduction to Quantum Mechanics. Cambridge
University Press, 2018.

30



[Dir82]
[Wol94]
[Neu32]
[Fol09]
[Dar94]
[Spi70]

[Fom63]
[Rud73]
[Kol57]

[Mag05]
[Sch95]

[Sch00]
[Fol08]

[Wei05)

[Dre65]
[Bae92]

Paul Dirac. The Principles of Quantum Mechanics. Clarendon Press,
1982.

Haken och Wolf. The Physics of Atoms and Quanta. Springer Verlag,
1994.

John Neumann. Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik.
Springer Verlag, 1932.

Gerald Folland. Fourier Analysis and Its Application. American
Mathematical Society, 2009.

Richard Darling. Differential Forms and Connections. Cambride
University Press, 1994.

Michel Spivak. A Comprehensive Introduction to Differential Geo-
metry. Publish or Perish, 1970.

Gelfand och Fomin. Calculus of Variations. Prentice-Hall, 1963.
Walter Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, 1973.

Andrej Kolmogorov. Elements of the Theory of Functions and Func-
tional Analysis. Martino Fine Books, 1957.

Michele Maggiore. A Modern Introduction to Quantum Field Theory.
Oxford University Press, 2005.

Peskin och Schroeder. An Introduction to Quantum Field Theory.
CRC Press, 1995.

Franz Schwabl. Advanced Quantum Mechanics. Springer Verlag, 2000.

Gerald Folland. Quantum Field Theory: A Tourist Guide for Mathe-
maticians. American Mathematical Society, 2008.

Steven Weinberg. The Quantum Theory of Fields. Cambridge Uni-
versity Press, 2005.

Bjorken och Drell. Relativistic Quantum Fields. McGraw-Hill, 1965.

John Baez. Introduction to Algebraic and Constructive Quantum
Field Theory. Princeton University Press, 1992.

31



	Innehåll
	Inledning
	Avgränsningar
	Förberedande frågor
	Realism
	Determinism
	Kausalitet
	Lokalitet
	Reversibilitet
	Dolda variabler

	Tillståndsrum och tillstånd
	Vektorer i hilbertrum
	Norm av och inre produkt mellan tillstånd
	Dualrummet

	Fysikalisk tolkning av kvantfysik
	Tankeexperiment med en söt katt
	Sannolikhet, Borns regel och Bohrs tolkning
	¤ Utveckling av kvanttillstånd

	Paus
	Observabler och operatorer
	Projektion med vår inre produkt, basbyten
	Operatorer för observabler
	Adjungerade operatorer och reella egenvärden

	Flera observabler för ett system, kommutativitet och komplementaritet
	Mätning av rörelsemängd och hastighet
	Kommutativitet
	Mätning av hastighet och position
	¤ Onogrannhetsrelationen

	¤ Kontinuitetsgränsen och vågfunktionen

	En till paus
	Sammansatta tillstånd
	Tensorprodukt mellan hilbertrum
	Produkttillstånd
	Sammanflätade tillstånd
	Sammansatta operatorer

	En sista paus
	Praktiskt exempel: polarisation av fotoner
	Beskrivning av fotoner genom polarisationsfilter
	En foton igenom flera filter
	Sammanflätade fotoner genom var sitt filter

	Utblick
	Notation och definitioner
	Förkunskaper
	Naturfilosofi
	Matematik

	Vidare läsning
	Referenser

