Elektromagnetiska falt, vagledare och antenner
Del I: Elektrodynamikens principer
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Sammanfattning

Héari beskrivs elektrodynamiken, sedan diskuteras EM-filt i narvaro av
material, tidsharmoniska EM-falt och plana EM-vagor.
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0 Inledning

Denna artikel tjinar som en férberedelse infér [Fur22al och [Fur22b]

Elektrodynamik handlar om den elektromagnetiska viaxelverkan som beskriver
hur det elektromagnetiska faltet (EM-filtet) orsakas av och interagerar med
elektriska laddningar och strommar. EM-féltet ar alltsd laddningar och stréom-
mars sitt att kommunicera med varandra pa samma sétt som gravitation ar
massors sitt att kommunicera med varandrall]

Vi behover, till elektrodynamiken, inte beakta massor alls, utan de blir forst
intressanta da vi ska rdkna ut accelerationer och dylikt. Ta som exempel den
bekanta lorentzkraften (se ekvation . Den beskriver kraften pa en partikel
med laddning, men den siger inget om hur partikeln kommer att accelerera.
For att beskriva det maste vi ta hénsyn till massan.

TEnligt Newtons teori for gravitation. Einsteins formulering, som verkar stimma béttre
overens med verkligheten ar litet krangligare och kanske inte helt analog

0



1 Avgransningar

I denna artikel beskrivs elektrodynamiken i sin klassiska formulering. Kvan-
teffekter kommer inte beaktas och inte heller ndgon hénsyn kommer tas till
relativitet, bortsett fran vad som redan fran bérjan dr inbyggt i teorin.

Nér elektrodynamiken dr beskriven diskuteras nagra intressanta specialfall:

* EM-filt i ndrvaro av material
* Tidsharmoniska EM-falt

* Plana vagor



2 Forsta tankar

Innan vi borjar ordentligt bor vi fundera pa vad kéllor och félt ar. Kéllor, i vart
fall laddningstdthet och flodestédthet av laddningar, ger upphov till filt som
paverkar andra laddningar och strémmar.

Vanligen skiljer man mellan laddningar och strémmar. Laddningar ger upphov
till elektriska féalt och strommar ger upphov till magnetiska falt. Elektriska
falt interagerar med laddningar och magnetiska filt interagerar med strémmar.
Denna bild fungerar inte riktigt.

Det gar inte att skilja mellan en laddningstédthet och en flédestéathet eftersom
de fundamentalt dr detsamma. Forestéll dig en laddning i vila. Om du borjar
promenera utan att réra den sd ar det inte ldngre en laddning i vila utan
en laddning med en strom. P4 samma sitt gar det inte att skilja mellan det
elektriska féltet och det magnetiska. Lat oss nu bygga upp teorin fran grunden
genom att se hur kéllorna ger upphov till falt och félten paverkar kéllorna.



3 Principer

Det finns nigra aterkommande principer som géller for fysiken i allménhet.
En Av de viktigaste ar superpositionsprincipen eller principen om linjaritet.
Enligt den kommer en summa av 16sningar av en linjir ekvation (kom ihdg att
differentialoperatorn &r linjar) fortfarande léser ekvationen.

Vi kommer flitigt att anvdnda superpositionsprincipen for att beskriva ett falt
orsakat av kéallor som summan av bidraget fran varje sadan kélla. Kort sagt
kan vi for en faltpunkt integrera bidraget fran varje kallpunkt. Kéllpunkterna
kommer i faltpunkten ge var sitt bidrag vars styrka beror av kéallans styrka
(alltsd laddningstatheten eller stromtatheten) och avstand fran faltpunkten och
vars riktning beror pa riktningen mellan faltpunkt och kéllpunkt.

En annan princip ar att dela upp energin i en faltterm och en véxelverkansterm.
Falttermen beskriver energin i faltet sjdlv medan véixelverkanstermen beskriver
energin som kommer av laddningarnas och strémmarnas interaktion med féltet.
Denna uppdelning gor energifioden, effekt och rérelseméangd mer lattbeskrivliga.



4 Elektrostatik - Tidsoberoende falt

4.0 Coulombs lag

Vi borjar med att betrakta det elektriska filt som en laddning ger upphov till.
Coulombs lag &r till grunden for hela elektrostatiken. Den géller krafter mellan
laddningar som ar i vila mot varandra och kan sammanfattas som foljer:

0. Direkt proportionell mot produkten av laddningarnas storlek.
1. Proportionell mot inversen av kvadraten av avstandet mellan dem.
2. Riktad langs den réta linjen i rummet mellan dem.

3. Attraktiv for olika, repulsiv for lika.

For laddningar, q,, g, med avstand r,_p, kan kraften, F,, som verkar pa
laddning ¢, beskrivas som:

Ta—b
0 F = qagy1220
© e

Lat oss nu utvidga detta till faltnotation. D& har vi for ett elektriskt falt, F,
som orsakas av en laddning, q,:

M R

“Irasal®

En testpartikel med laddning ¢, skulle alltsa uppleva kraften ¢, F(b) = qaqp ‘Tra“:b”P ,
vilket helt stdmmer med ekvation [0} For ett system med fler laddningar kan
superpositionsprincipen anvindas for att summera bidraget fran olika laddning-
ar. I makroskopiska sammanhang kan man ansitta en laddningsférdelning, p,
inom néagot omrade, 2, och integrera 6ver den for att summera bidraget och pa

sa satt fa faltstyrkan:

2) Ew) = [ d*y ply) =2
/

|7y |?

4.1 Gauss lag

Eftersom rorelseméngd maste bevaras kan inte normalytintegralen 6ver en yta
som innesluter en laddning skilja sig fran den inneslutna laddningens styrka.
Séaledes har vi relationen, for en yta 02, med utatriktad normal n, som innesluter
en laddning, q:



3) / P (n, B(2)) = q

o0

Vi erinrar oss nu om Gauss identitet fran vektoranalysen (fér ndgon volym 2
med rand 952, och nagot vektorfilt, V):

(4) /d%; (n,V) :/d% V-V

[219) Q

Vi har alltsa att divergensen av det elektriska féltet dr laddningstédtheten.
V- E(z) = p(z)

4.2 Elektrisk potential

Det elektriska faltet kan ekvivalent beskrivas som gradienten av en endimen-
sionell potential, E(z) = —V® som kallas for den elektriska potentialen eller
skaldrpotenitalen (Den intresserade lasaren kan &ven betrakta analogin med
Newtons gravitationsteori, kapitel @[) Eftersom rotationen av ett konservativt
falt &r noll, och gradienter alltid &r konservativa har vi att det elektriska faltet,
med nuvarande férutsidttningar, ar rotationsfritt.

Potentialen lyder Poissons ekvation: A®(z) = —p(z). Denna kan anvindas
for att 16sa diverse randvéardesproblem. Vanligt dr att man, for en godtyck-
lig laddningsférdelning, definierar nollpotentialen som oéndligt langt borta,
®(00) = 0. For sadan definition kommer potentialen fran en laddning, ¢,, (su-
perpositionsprincipen géller fortfarande pa samma sétt som for det elektriska
faltet):

(5) (1) = g

|ra—>z|

Lat oss betrakta en kontinuerlig laddningsférdelning och berdkna den totala
energin enligt ovan definition:

(6) B[ ”Q(ﬁii(j') Pady

Viinser har att vi kan byta ut en av integranderna mot den elektriska potentialen,
och vi fér siledes E = 3 [ p(z)®(z)d®z. Vidare kan vi utnyttja Poissons ekvation
och skriva om till E = —1 [ ®A®d>z. Partiell integration ger E = % [ E- Ed®z,

vilket leder oss till att definiera energidensiteten féltet ger upphov till som
dE _ E-E
av.-— 2



4.3 Elektrisk dipol och dielektriska media

Ingen multipolsexpansion héar det pallar vi inte just nLﬂ En dipol ar en simpel
men ofta férekommande laddningsférdelning som bestar av en negativ laddning,
g— och en positiv, ¢4 med vardera samma magnitud, g, fast olika tecken. Vi
definerar dipolmomentet som p = qr__, . Det elektriska filtet fran en sadan
fordelning, minns superpositionsprincipen ovan |1, kan skrivas (fér dipol vid y
och n enhetsvektor som pekar fran y till z):

") B(r) = 20 2P

|7y |3

Lat vektorfaltet {6r dipolmomenttdtheten (dven kallat polarisationsfaltet) be-
tecknas P(z). D4 kan vi definiera forskjutningsfiltet, D(z) = E(x) + P(z), dar
de mellan sig forhaller sig enligt D = ¢F, dar € kallas permittiviten i materialet.
Om € beror av position s& giller inte lingre ekvation |3| fér fria laddningar
(den géller emellertid alltid om vi tar hdnsyn till laddningar i allmédnhet) utan
den maste modifieras till D(z). Vi far den bekanta V - D = p. Man kan séga
att P-faltet 4r en motverkande effekt av E-faltet som uppstar av att det blir
gynnsamt (med avseende pa att minska potential) for materialet att ordna sig i
dipoler.

4.4 Granssnittsvillkor for elektriska falt

I grénssnittet mellan tva material, a och b, vars yta har normal n,_; kan vi
formulera foljande forhallanden:

(8) (D —Dg) Nagsp =0
(9) (EB — Ea) X Ng—p = 0

Dér o ar ytladdningstdtheten. Med andra ord ar tangentiella komponenten av
E-faltet alltid bevarad 6ver grénssnitt, medan den normala komponenten av
D-faltet gor ett hopp som motsvaras av ytladdningstatheten.

TVill man ha sant kan man lisa typ |Jac62|.

6



5 Magnetostatik

5.0 Biot-Savarts lag

Magnetiska falt kommer fran laddningar i rorelse. For en strom, 7, i en ledare,
[, kommer ett magnetiskt filt enligt bidrag, dB fran varje langdelement av
ledaren, d¢ med riktning ny, som ar beldgen i punkten a:

(10) dB(x) = dt |j|" e

raal?

For en fri laddning, ¢, i rorelse, med hastighet v har vi:

(11) B(a) =

Superposition géller som vanligt.

5.1 Strommar i B-falt

For en ledare, med strom j lings ¢ kommer kraftbidraget fran ett B-filt vara:

(12) dF = dt |J|ny x B

Mer allmént for en stromtdthet, J(x) i ett B-falt, B(z) har vi kraftfdltet:

(13) F= /J(x) x B(z) d3z

5.2 Amperes lag

Fran ekvation 10| kan vi formulera en mer allmén form fér magnetfiltet, B, runt
en stromtéathet, J:

(14) M@=/ﬂwxw% Ly

|7y |3

Vi kan jamfora denna med ekvation [2| B-faltet kan alltsé skrivas som rotationen
av en vektorpotential. Detta innebér att B-filtet dr divergensfritt. Det finns
inga magnetiska kdllor. Inga magnetiska monopoler. V - B = 0. Rotationen av
det magnetiska féltet ar proportionell mot stromtétheten, V x B = J.

7



5.3 Magnetisk potential

P& samma séatt som vi hade en skaldrpotential for elektriska faltet kan vi
uttrycka magnetiska filtet i en potential ocksa, denna bendmns den magnetiska
potentialen eller vektorpotentialen:

(15) B(z) =V x A(z)

Notera att A ar bestdmd upp till gradienten av ett skalart filt ity rotationen av
en sadan term &r identisk noll och den kommer séledes inte bidraga. Valet av
sadan term ar godtyckligt sa linge det uppfyller villkoret. Ofta viljs V- A =0
sddan att termen uppfyller Laplaceekvationen (men det ar inte sa viktigt for
dessa sammanhang).

5.4 Magnetisk dipol

Forestéller vi oss en cirkuldr stromslinga, med stréom j och radie a, sa far vi, i
punkten x fran stromslingans centrum, y, med polarvinkel fran symmetriaxeln,

0:

. o
) ja* cos()
(16) Ty— 2 |rysal?
B 2 B
~  ja* sin(0)
17 B.0=72—
(a7) 4 ‘ry—w‘S

Vi kan notera likheten med de elektriska dipolerna, i synnerhet tredjegradsav-
tagandet i styrkan med avstandet. Vi kallar en sadan slinga for magnetisk dipol
och definierar det magnetiska dipolmomentet:

(18) m = mja’

5.5 Magnetisering av material

Material kan magnetiseras pa samma sidtt som de polariserades i tidigare
avsnitt. Aterigen kan det ses som att laddningarna i mateialet gir in i ett
gynnsamt tillstdnd som forsoker motverka B-filtet. Detta yttrar sig i sma
magnetiska dipoler (stromslingor) i materialet. Det resulterande féltet kallas for
magnetiseringsfdltet, M, och ar tatheten av magnetiska dipoler. Vi kan ocksa
definiera differensen, dvs det magnetiska féltet utan bidraget fran magnetiska
dipoler, H = B — M. Pa samma sétt som vi gjorde med D- och E-falten kan vi
skriva om V x B = J till V x H = J for fria strémmar, J. Notera dock att den



forsta fortfarande géller om vi tar hénsyn till hela strémtatheten, J. Nu kan vi
formulera magnetostatikens lagar:

(19) V-D=p VxH=J
VxE=0 V-B=0

5.6 Granssnittsvillkor for magnetiska falt

I gransytan mellan tva material, a och b, med normal enhetsvektor, n, har vi:
(20) (By— B,) n=0

(21) nx (Hy,—H,) =K

Dar K ar ytstromtéatheten.



6 Magnetodynamik

6.0 Faradays induktionslag

For en ledande slinga, £, runt en sammanhanhande yta, €2 med utatriktad
normal n, i ett magnetfilt, B, giller:

(22) / dt (ng, B) = —% / (n, B) &z
o0

Q

Vénsterledet beskriver integralen av elektriska faltet langs en slinga, alltsa
en potentialskillnad. Véansterledet beskriver fordndringen i magnetiskt flode
(definierat som integralen av magnetiska féltet 6ver en yta) genom slingan i
tiden. Lat oss definiera potentialskillnaden som V;,4 och magnetiska flédet som
®. D4 har vi (pa en vanligt férekommande form):

(23) Vvind - —8t<I>

Alltsé, den inducerade spdnningen i en slinga &r proportionell mot tidsfor-
dndringen av magnetiska flédet genom slingan. Vi kan &ven uttrycka detta
som (Stokes sats osv.) [, (n,(V x E+ 8;B)) d*z = 0. Eftersom det géller for
godtyckliga ytor sa maste integranden vara noll 6verallt, vilket leder oss fram
till differentialformen av ovan lagar:

(24) VxE+0;:B=0
Vilket dr den tidsberoende varianten av V x E = 0.

6.1 Energi i magnetiska filtet

Pa samma sétt som vi har for elektriska faltet s& dr energin i magnetiska filtet
proportionell mot B - B. Intressantare &n sa ar det inte. Vi kan ocksa yttrycka
det i den magnetiska potentialen:

2W:/H-Bd3x

:/J~Ad3z

10



6.2 Sjalv- och 6msesidig induktans

Lat oss forestéalla oss ett system av N stromslingor, var och en med stréom j;.
Vi anvinder ekvation [25] for att skriva energin i systemet som:

_ 1 3. 5. J(@) J(y)
(26) W= Sw/d /d y

Om vi i stéllet summerar integralerna for de olika slingorna far vi en simplare
variant:

(27) 8WZ / dgx,Z / oy, 22 i)

72—y

Vi kan skilja mellan fallen 4 = j och ¢ # j. Dessa uttryck ger da koeflicienter
for ett alternativt sitt att skriva energin pa, genom sjdlvinduktanser, L; och
omsesidiga induktanser, M;;:

(28) Z Ll]z + Z Z M;;3:75

=1 j>1

6.3 Maxwells ekvationer for fria kallor

Nu &r vi redo att skriva upp elektrodynamikens (alltsa tidsberoende) ekvationer
i termer av de fria kéllorna. Vi modifierar [19 genom att ta hadnsyn till konti-
nuitetsekvationen for laddningar (jamfor kcl), V - J + 9yp = 0, och Ohms lag,
J =oE, dir 0 = R~ &r konduktiviteten (invers av resistans). Vi har alltsa att
den tidsberoende stromtétheten kan skrivas J 4 0y D. Dartill lagger vi uttrycket
for rotationen av E-faltet vi fann. Alltsa far vi Maxwells ekvationer:

(29) V-D=p VxH=J+0D
VxE+8B=0 V-B=0

6.4 Poyntings sats

Effekten av ett elektriskt filt &r [ J-Ed®z. Med kan vi skriva om integranden
til V- (Ex H)+ E-0:D+ H - 9;B. Med denna omskrivning kan vi anvinda
energitéitheten, 4% = L(E- D + B - H) for att skriva effekten som o, =
—f 3t% +V - (E x H)d®z. Eftersom detta giller for godtycklig volym méste

det gélla 6verallt. Alltsa har vi en differentiell lag for energitdthetens bevarande:

11



dw
el .S = _J.E
(30) O s V-5 =~

Dér S = E x H kallas for poyntingvektorn och representerar energiflodet.

12



7 Aterblick och omformulering av teorin

Vid detta skede &r teorin sa gott som fullstdndig. I kapitlen som f6ljer efter
detta kommer specialfall av elektrodynamiken betraktas och diskuteras eftersom
de utgor sarskilt viktiga rent praktiskt. Innan vi fortsitter kan det vara pa sin
plats att formulera om teorin pa ett alternativt sétt med hjilp av den sa kallade
verkansprincipen. Om ldsaren inte &r van vid denna metod, eller kdnner sig
obekvam med matematiken eller notationen (ovana vid variationskalkyl eller
multilinjar algebra) s& borde det g att skippa kapitlet i sin helhet forutom
avsnitt som kan ge insikter utan att matematisk mognad kravs.

7.0 x Lagranges formulering

Lagrangianen, fran vilken vi kommer att erhalla Maxwells ekvationer bestar
av tva delar. En del som beskriver faltet och en del som beskriver kopplingen
mellan laddningar och strémmar & ena sidan, och filten & andra sidan. Med
andra ord, en filtterm och en véixelverkansterm. Félttermen visar sig vara
energin i faltet:

1
W = —F"F,,

(31) 4 a
= B* - E*.

7.0.0 x Faradaytensorn

Har passar vi pa att introducera Faradaytensorn, F),,dx* A dx”. Detta objekt
kan skrivas som den yttre derivatan av en potential, ' = dA. Potentialen
ar helt enkelt samma som vi haft hela tiden, A = ®dt + A,dx + A,dy +
A, dz, alltsa tidskomponeten dr skalarpotentialen medan rumskomponenterna
ar vektorpotentialen. Vi kan notera att F' &r helt antisymmetrisk, sa dess
diagonal ar 0. Detta ger sex frihetsgrader, och dessa sex frihetsgrader beskriver
de falt vi kallat for E och B. Vi kan alltsé skriva dess komponenter som

(32) F., = (0,4, -0,A,)

Och i termer av E och B har vi

1 .
(33) Ei = F0i7 Bz = —ieiij]k

7.0.1 x Lorentzkraften

Innan vi gar vidare med lagrangianen funderar vi pa om vi kan gora niagot mer
an att ta den inre produkten mellan faradaytensorn och sig sjalv (se . Vad

13



hénder om vi later den verka pa hastigheten, v#0,, av en partikel med laddning,
q? Vi far

(34) qFdx? A dx"v"0,, = qf,dx”

Déar f ar lorentzkraften. Den beskriver dndringen av laddningens rorelseméngd.
Tidskomponenten ar d&ndringen i energi, alltsa qfy = ¢0yAg. Rumskomponenter-
na beskriver dndringen av den rumsliga rérelseméngden, ¢ fi = ¢[Ex + (v X B)g].

L&t oss nu utvidga detta frdn en laddning till en hel strém, j, sidan att 5°9
tolkas som laddningstitheten och j*8), tolkas som strémmen. Vi kan d& beskriva
hela rorelseméngdsfordndringen for en hel stromfordelning, F,, j"dx" = f,dz"”.

7.1 x Lagranges ekvation, Gauss lag och Amperes lag

Nu ar vi redo att teckna upp lagrangianen for elektrodynamiken,

Faltterm
Interaktionsterm

1
(35) L= F"Fu+ j'A

Den forsta termen &r energin i filtet, och den andra termen ir energin fran
vixelverkan. Lat oss variera med avseende pa Agdz® for att hitta stationdr kurva.
Héri tdnker jag inte skriva ut det explicit, men det lattaste ar att skriva om F' i
termer av A och bara kéra pa. Resultatet blir Gauss lag, V- E = p = Agdx®.
Samma sak fast med avseende pa Apdz® ger Amperes lag, (V x B)y = 0:Ej — ji.
Skriver vi allt i ett blir det helt enkelt 0, F*" = j*.

Gauss magnetismlag och Faradays lag kan pa liknande kompakt vis skrivas som
Ou(e"P?F,y) = 0.

7.2 Lardomar fran lagranges formulering

Varfor all denna onddigt komplicerade matematik? Jo den visar, tydligare dn
vanlig vektoranalys, hur vi kan betrakta féltets vixelverkan med laddningarna.
L&t oss betrakta potentialerna. Den skaldra potentialen beskriver hur mycket
energi som krévs for att flytta laddningarna i rummet. Det ar alltsa enkelt att se
hur den dr sammankopplad med det elektriska féltet. P4 samma sétt beskriver
vektorpotentialen hur mycket energi som kravs for att fordndra hastigheten av
en laddning. Det gér &ven med denna formulering att enklare se likheter med
andra teorier, se exempelvis
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8 Sammanfattning: Elektrodynamik

Nu nér teorin ar firdig kan vi sammanfatta.

Maxwells ekvationer:

(36) V-E=p VxB=J+0E
VxE+8,B=0 V-B=0

Maxwells ekvationer i material:

(37) V-D=p VxH=J+D
VxE+0;B=0 V- -B=0

Dér vi har anvint D = E + P som det ’fria’ elektriska féltet, alltsd kompenserat
for polarisering i materialet och pa samma satt H = B — M som det ’fria’
magnetiska féltet, alltsd kompenserat for magnetisering i materialet. Dessa falt
existerar inte utan har bara inférts som hjilpmedel fér berdkning.

Lorentzkraften:

(38) f=(E+uvxB)

Som alltsa ar kraften per laddning som en partikel med hastigheten v kdnner.

Kontinuitetsekvationen:

(39) Op+V-j=0

Alltsa med andra ord laddningens bevarande, 9,j* = 0.

Vagekvationer:

(02 = A)E = —-Vp+0,J

(40) (0F — A=V xJ

Notera att i vakuum uppfyller de vigekvationen, (97 — A)¥ = 0.

Energi, rorelseméngd och Poyntings sats:
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1
(41) Wing =®p+A-J Whield = 532 - E?

Pint = £ - J Pheld = E 0D+ H -0,B
S=ExH pint+pﬁeld:_v's

Dér vi delat upp energin och rérelseméngden i en vixelverkansdel som beskriver
hur laddningar och strommar interagerar med filtet och en féltdel som beskriver
energi och rorelseméngd i féltet sjidlv. Poyntingvektorn, S kan betraktas som
totala elektrodynamiska rorelseméngden, och i dess riktning flodar alltsé energin.

Randvillkor:
(42) Np—q X (Ea — Eb) =0 Np—q X (Ha — Hb) =K
Np—a - (Da - Db) =0 Np—a * (Ba - Bb) =0

Dér o &ar ytladdningen, och K &ar ytstromtédtheten. n beskriver en enhetsvektor
i normalriktningen for planet som skiljer materialen sddant att n,_,, pekar fran
b till a.

Detta sammanfattar hela elektrodynamiken. Hadanefter 4gnas denna artikel
helt at specialfall som far anses sirskilt intressanta.
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9 DMaterial

Vi har redan, mycket ytligt, betraktat nirvaro av material da vi formulerade
Maxwells ekvationer i material (ekvation . Vi ska héir ga in djupare i teorin
och betrakta material av olika slag och hur elektrodynamiken ser ut i dessa.

9.0 E och D respektive B och H

For att kompensera for bundna ladningar och strommar, alltsa sddana i material,
har vi tidigare infort falten D = F + P, dar D kallas for forskjutningsfaltet och
P kallas for polarisationen, och H = B — M, diar H kallas for magnetiserande
faltet och M kallas for magnetiseringen. Lat oss betrakta dessa ndrmre, stdndigt
pamindna om att dessa filt inte existerar utan har inférts som hjalpmedel for
berdkningar.

9.0.0 Bundna och fria laddningar och strommar

Lat oss dela upp laddningstétheten i p = ps + ps, alltsé en fri del och en bunden
del dar den bundna delen tolkas som att den hor till ett material. Lat oss
vidare betrakta det elektriska féltet ifran enbart den bundna laddningstéatheten,
Ey,=—-V - p, ==V - P. Detta ér alltsa polarisationsfiltet.

Léat oss nu se om vi kan gora liknande for stromtétheterna. J = Jy + J.
De bundna laddningarna och strommarna ska uppfylla kontinuitetsekvationen

(ekvation [39),

(43) Opy, +V - Jp =0

Satter vi in uttrycket for divergensen av polarisationsféltet far vi:

(44) V. (J,—0P)=0

Hér inser vi att denna ekvation 16ses av ett divergensfritt falt, alltsa rotationen
av nagot:

(45) Jy— P =V x M

Varfor M7 Jo det ser vi genom att den bundna stromtétheten bestar av tva
bidrag, J, = J, + Jp,, alltsd summan av de linjéra rérelserna av laddningar som
kommer av att polarisationen éndras (9;P), och de cirkulerande rorelserna av
laddningar i materialet (V x M).
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9.1 Allmant om konstitutiva relationer

Konstitutiva relationer dr modeller som binder samman materialegenskaper
med elektrodynamiken sadana att elektrodynamiken beskrivs i materialen. De
konstitutiva relationerna brukar vara ett namn pa de ekvationer som binder
samman filten F, D, B, H, enligt ekvation De besrkiver alltsa hur laddningar
och strommar i material paverkar faltet i materialet.

9.2 Isotropa, linjara material

Vi bérjar, sa som traditionen bjuder, med det enklaste av fall. Om polarisationen
i ett material &r proportionell mot det elektriska féaltet kallas materialet for ett
linjirt dielektrikum. Ar vidare denna proportionalitet oberoende av riktning
kallas materialet for isotropt. Da kan vi skriva detta forhéllande som

(46) P(x)x“E(x)

Dar vi infort x(z)¢ som kallas den elektriska susceptibiliteten. Om vidare
x(x)¢ = x¢, alltsd ortsoberoende, kallas materialet for homogent.

Satter vi in detta i vart uttryck for forskjutningsfiltet sa har vi

D=E+P
(47) =FE+x°FE
=¢.F

Dér vi infort symbolen €, = 1+ x©, som kallas den relativa permittiviteten. Pa
samma satt far vi liknande uttryck for sambandet mellan magnetisering och
magnetfilt i ett isotropt och linjért material:

(48) M(z) = x" (x)B(z)

Dér x™(z) kallas for den magnetiska susceptibiliteten. Lat oss pa samma sétt
sitta in det 1 uttrycket for det magnetiserande faltet:

H=B-M
B-x™B

49
(19) o
I
Dér vi infort symbolen p = 1_%, som kallas for den relativa permeabiliteten.
Det finns tyvérr annorlunda definitioner av detta i litteraturen sa man far se
upp!
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9.3 Anisotropa, linjira material

Om vi kastar undan det isotropiska antagandet (men haller fast vid det linjéra)
far vi anisotropi. Vi behover da alltsa ta hdnsyn till riktningarna. Ett elektriskt
falt i ett material kommer alltsa orsaka en polarisering som &r proportionell
mot faltstyrkan, men proportionaliteten kommer bero pa vilken riktning i
materialet vi betraktar. Da réacker det inte med att beskriva x¢(z) som en
funktion R — R, utan vi behover en linjar avbildning (alltsd en (1, 1)-tensor
eller 'matris’, sidan att den kan ta en vektor (eller kovektor) och avbilda pa en
vektor(eller kovektor)), vars komponenter vi kan kalla (x¢)3. Da far vi alltsd
de tre ekvationerna:

(50) Py = () B

Och pa sammas satt for det magnetiseringen

(51) M; = (X™)} Bk

Om vi jamfor dessa med det isotropa fallet ser vi att det isotropa fallet ar ett
specialfall sddant att (x°)3 = 0 for alla v # B och (x°)§ = x© for a = 3. De
kan alltsa helt enkelt beskrivas av den diagonala matrisen x“idgs_,gs.

9.3.0 Bianisotropa, linjara material

Om vi nu later P och M vidare bero av B respektive F kallas materialet for
bianisotropt. Da far vi susceptibiliteter som vi delar upp i fyra delar. En del
som beskriver det elektriska faltets inverkan pa polarisationen, x°¢, en del som
beskriver det magnetiska faltets inverkan pa polarisationen, x¢™ respektive en
del som beskriver det elektriska féltets inverkan pa magnetiseringen, x™¢ occh
en del som beskriver det magnetiska féltets inverkan pa magnetiseringen, x™.
De sex ekvationerna blir da:

(52) Pj = (X“)¥Ep + (x“™)} Bx

(53) M; = (X)) Ey, + (x™™)V By,

9.4 Dispersiva material

Nu ar det dags att ta det ett steg vidare och betrakta material vars egenskaper
varierar i tiden.

19



9.4.0 Isotropa, linjiara dielektrika med temporal dispersion

I ett dielektriskt material har vi ingen magnetisk vixelverkan och konstitutiva
relationerna kan skrivas som P = P(FE), M = 0. P beror alltsd bara av E
och M &r 0. For att studera detta samband vidare infér vi ndgra antaganden:

0. Lokal vixelverkan. P(x) beror av E(z) och inte p4 F i ndgon annan
héndelse.

1. Linjaritet. For tva falt, F,, E, giller att P = P(aE, + 8E)) = aP(E,) +
BP(E}y). Detta géller oftast for svaga filt.

2. Isotropi, s& som det definierades tidigare.

3. Materialets egenskaper dndras inte med tiden. Funktionen P = P(FE) ser
likadan ut oavsett nér. Detta utesluter emellertid inte att materialet ar
inhomogent. Effekter sd som temperaturutveckling i materialet férsummas
séledes.

Dessa antaganden rimliggor foljande beskrivning av polarisationen:

t

(54) P(t) = / x(t—7)E(T) dr

—00

Polarisationen beror alltsd pa tidigare vdrden av det elektriska féiltet, och
materialet kallas dispersivt. Funktionen x(t — 7) kallas for minnesfunktionen,
susceptibilitetsfunktionen eller dispersionskdrnan.

Vi kan hér notera att polarisationen beskrivs som en faltning mellan det
elektriska féltet och minnesfunktionen, P(t) = x(t) * E(t). Signalteoretiskt kan
alltsd relationen betraktas som ett linjart system déar E(t) ar insignalen, P(t)
ar usignalen och x(t) ar systemets impulssvar.

9.4.1 Polarisationsprocesser av olika ordningar och optisk
respons

Polarisation sker pa olika nivaer, med olika snabba processer som ger olika
stark effekt. Fran snabbast till langsammast foljer nagra exempel:

0. Intraatomér niva. Elektronmolnet férskjuts relativt kdrnan. Detta ger
dipolmoment.

1. Interatomér niva. Forskjutningar mellan atomer i en molekyl.

2. Vridningspolarisation. F utévar vridmoment pa molekyler med permanent
dipolmoment.

3. Ytpolarisation. Uppstar i material med inhomogeniteter.
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I olika sammanhang kan de olika processerna ses som 6gonblickliga. Vid studier
av elnédtet (50 Hz) kan alla effekter utom ytpolarisation ses som omedelbara. Vid
studier inom mikrovagsomradet (typ 300 MHz — 300 GHz) kan inte vridnings-
polarisationen ses som omedelbar (tdnk mikrovagsugnars inverkan pa vatten).
Inom det infraréda omradet (typ 1 THz — 385 THz) kommer interatoméra
effekter inte ldngra kunna ses som omedelbara. Inom ultravioletta studier (750
EHz — ) maste man ta hénsyn till intraatoméra effekter.

Om vi delar upp minnesfunktionen i en hastig och en trég, x(t) = xn(t) + x¢(t).
Om vi betraktar den hastiga delens effekter som omedelbara kan vi skriva
polarisationen som:

(55) P(t)=aE(t) + / xt(t —T)E(T) dt

Dér konstanten « kallas materialets optiska respons. Den beskriver de effekterna
fran polarisationsprocesser som anses omedelbara. Det konstitutiva sambandet
mellan D och E uttryckt i dessa termer blir da:

(56) D(t)=(1+4+a)E(t)+ / xt(t — T)E(T) dT

Dér vi alltsa kan betrakta faktorn 1+ a som en omedelbar relativ permittivitet.

9.5 Modeller for minnesfunktionen

Harefter foljer tre modeller for minnesfunktionen som har tillimpningar in-
om olika omraden. Lorentzmodellen anvinds pa intra- och interatomér niva.
Drudemodellen anviands for ledande material. Debyemodellen beskriver vrid-
ningspolarisation. Dessa modeller beskrivs inte sarskilt ingaende matematiskt
utan mer konceptuellt.

9.5.0 Lorentzmodellen

En atom betraktas som ett moln av laddningar runt en kidrna vars massa ar
mycket storre dn elektronernas. En palagd kraft forskjuter molnet men dess
form behalls. Krafter vi far pa laddningarna &r den elektriska kraften fran
det yttre filtet, en kraft som vill dra tillbaka elektronerna (kan beskrivas
som en harmonisk potential), och en friktionsliknande ddmpande kraft som &r
proportionell mot elektronernas radiella hastighet. Rorelseekvationer stills upp
och ett ddmpat harmoniskt system erhalles enligt formen:

(57) O2r + vdyr + wir = ~°E

(&
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Losningarna blir pa formen:

(58) x(t) = ﬁef%tsm(t\/wg —v2/4)

_ 12
wo 14

Dar wq beskriver den naturliga vinkelhastigheten, v &r ddmpningen och w, =

,/Nm—EQ kallas for plasmafrekvensen for materialet. e och m. ar elektronens
laddning och massa och N antal elektroner per volymenhet.

Minnesfunktionen kommer alltsa oscillera harmoniskt i tiden med en ddmpning.
Dampningen, v, kommer beskriva tidsskalan i materialet och huruvida det
ar underddmpat, kritiskt ddmpat eller 6verdampat. Kombinationen av v och
tidsskalan i studierna bestdmmer om effekten kan anses omedelbar och alltsa
ersidttas med en optisk respons eller inte.

9.5.1 Drudemodellen

Om vi bortser fran den tillbakadragande kraften i lorentzmodellen, alltsa
ekvivalent med att sdtta wy = 0, far vi drudemodellen. Losningarna fran
ekvation [58| blir alltsa pa formen:

(59) x() = w2t =C

Denna modell blir alltsa tillampbar om laddningarna inte &r bundna till ndgra
atomkéarnor. Eftersom det inte finns ndgon aterférenande kraft sa kommer
laddningarna att fortsétta flytta sig obegriansat och saledes vixer P obegriansat.
Darfor ar det rimligare att beskriva materialets respons pa ett palagt elektriskt
falt med en stromtéathet, J = 0; P, som induceras av filtet i stillet. Da far vi
pa motsvarande sétt en konduktivitet som dr omedelbar och en som beror av
tid, pa4 samma sétt som vi fick susceptibiliteter forut.

t

(60) J(t) = xn(0)E(t) + / it — ) E(r) dr
(61) J(t) = oo E(t) + / S(t— 1) E(r) dr

Dér vi infort x5, (0) = o som ér det omedelbara bidraget till konduktiviteten,
och dar minnesfunktionen, x;(t) = X(¢) beskriver de troga effekterna. Denna
symbol kallas konduktivitetskdarnan.
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9.5.2 Debyemodellen

Debyemodellen dr analog med lorentzmodellen forutom att vi beskriver rota-
tioner av dipolmolekyler i stéllet for translationer av elektroner. Vridnings-
polarisation beskrivs pa samma sidtt med en rotationsrorelseekvation med
tre momentkrafter. Momentet ifran det palagda elektriska féltet, det tillba-
kadrivande momentet och ett dimpande moment som &r proportionellt mot
vinkelhastigheten. Detta ger en ekvation pa formen (jamfér med ekvation :

(62) 020 + 1040 + widh = Z?Sin(@)

Dir 6 ér vinkeln, 66 dr forskjutningen i vinkeln fran jimviktpunkt, w? dr den
harmoniska vinkelhastigheten, p dr dipolmomentets storlek och J &r troghets-
momentet. Loser vi den ekvationen far vi pd samma sétt (jamfoér med ekvation
58)) som forut en minnesfunktion:

(63) X(t) = —te ¥ — e

Den andra exponentialtermen férsvinner mycket fortare &n den forsta och i
debyemodellen férsummas den och vi far

2 2
Wi _ed
(64) x(t) = “de= 3
v
Dar wg = 21;[ }’2, dér N ar volymtétheten av molekyler.

Att vi forsummade en term i 16sningen har férst méarkbara effekter vid optiska
och ultravioletta effekter. Vid mikrovagor eller lagre har vi att debyemodellen
kan ersédttas med en optisk respons:
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10 Tidsharmoniska falt

Ett annat intressant specialfall med méanga tillimpningar 4r EM-filt som &ar
harmoniska i tiden. Dessa kan beskrivas i termer av trigonometriska funktioner
pa formen E(t,r) = E(r)cos(wt + ¢), diar w ar filtets frekvens och ¢ ar ndgon
konstant fas. Det gar ju som vanligt att superponera méanga saddana falt med
varierande fas och frekvens. Om vi begransar oss till en frekvens kallas faltet
monokromatiskt (enfirgat alltsd).

10.0 Monokromatiska falt

Givet en vinkelfrekvens, w, har vi ett elektriskt falt som kan beskrivas med:

(66) E(t,r) = Eo(r)cos(wt + a(r))
Ey(r) och a(r) anger faltets amplitud och fas i varje punkt.

10.1 Polarisation hos monokromatiskt falt

For att definiera polarisation (férvéixla inte med polarisationsfiltet, P) méaste
vi vélja en riktning. Lat oss vélja z. Da kan vi beskriva det elektriska féltet i
planet med normal i riktningen z som en summa av elfdltet i riktningen = och
elfaltet i riktningen y:

(67) ELy(t,r) = Eg zcos(wt + ¢) + Eo ycos(wt + ¢y)

Dér den forsta termen i hogerledet ar faltet i z-led och den andra &r filtet i
y-led. Dessa kommer svinga harmoniskt i tiden med en fasférskjutning och
med en konstant skilnnad i amplitud. Det resulterande faltet kommer, néir det
utvecklas i tiden, att folja en elliptisk bana i z-planet. Eccentriciteten av ellipsen
bestdms bade av férhallandet mellan Ey , och Ey , och skillnaden i fas, ¢, — ¢,.

10.1.0 Specialfall av polarisation

Om bada komponenterna ur ekvation@ har samma fas, alltsd ¢, — ¢, = 0 har vi
ett specialfall av polarisation som kallas for linjart polariserat monokromatiskt
falt. Ellipsen &r d& en linje, vars lutning bestdms av férhallandet mellan Ey ,
och Ep .

Om bada komponenterna har samma amplitud men ligger ett kvarts varv ifran

varandra i fas, |, — ¢| = 5, kallas filtet for cirkuldrt polariserat. Ellipsen ar
da en cirkel.
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10.2 Faltekvationerna for tidsharmoniska falt

Eftersom vi kan skriva ett tidsharmoniskt falt som en summa av falt pa formen
ekvation [66] kan vi skriva om till:

(68) E = Ey(r)e@t+e
och
(69) B = By(r)e@t+?

Dessa far tidsderivatorna

(70) O FE =iwFE
respektive
(71) OB =iwB

Om vi betraktar monokromatiska falt, alltsa w en bestdmd konstant, da kan vi
helt enkelt goéra bytet 0y — iw. Lat oss nu skriva om Maxwells ekvationer for
monokromatiskt falt:

(72) Vx E=—iwB V x H = J +iwD
V-D=p V-B=0

saval som kontinuitetsekvationen:

(73) V- J+iwp=0

Vagoperatorn (d’Alembert-operatorn) évergér i —92 +A — w? 4+ A. Det innebir
att vagekvationerna for falten blir Helmholtz-ekvationer:

(74) (A+wHE =Vp+iw]

25



(75) (A4+w)B=-V xJ

P& samma sdtt blir motsvarande ekvationer fér potentialerna:

(76) (A+whHd=—p

(77) (A+wHA=—J

10.3 Poyntings sats och energi i fialtet for
tidsharmoniska falt

For tidsharmoniska filt betraktar man sillan det omedelbara vardet for rorel-
semédngden utan snarare tidsmeledvirdet 6ver en tid. Vi definierar Poyntings
komplexa vektorfalt som:

1
(78) Sp=ZExH

Dar vi har att tidsmedelviardet blir:

(79) (S) = %Re{E < H) = %Re{Sk}

Vilket beskriver rorelseméngden i filtet. Vidare har vi:

1. - _ _
(80) VS =3B T+iwB-H—iwE D]

Som beskriver hur energin fordndras i en punkt. Realdelarna av hogerledets tre
termer motsvarar tidsmedelvéirdet av energifiddena. Vi kan, precis som forut
identifiera termerna. Den fOrsta termen ar vixelverkanstermen och beskriver hur
laddningarnas energi i faltet &ndras. Den andra och den tredje termen beskriver
hur energin i faltet &ndras. Vi kan skriva falttermernas tidsmedelviarden som:

(81) (W.) = {RelB- )
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och

(82) (W) = iRe{Eﬁ}

10.4 Konstitutiva relationer for monokromatiska falt

Minnesfunktionerna fouriertransformeras enligt (Kom ihdg att vi inte kan
paverkas av handelser utanfér den bakatriktade ljuskonen och déarfér kommer
integralméngden bara innehalla 7 > 0):

(83) @) = [ x(r)erdr
/

X(w) &ar en komplexvird funktion for susceptibiliteten. Pa samma sitt som
polarisationen tidigare, i tidsdoménen, gavs som en faltning har vi nu att den
ges av en multiplikation:

(84) Pw) = x(w)E(w)

De minnesfunktionerna som erhallits {6r modellerna ovan (lorentzmodellen, dru-
demodellen och debyemodellen) kan fouriertransformeras for att fa motsvarande
susceptibiliteter i frekvensdoménen.

10.4.0 Bianisotropa material féor monokromatiska falt

Nu nér vi gatt fran tidsdoménen till frekvensdoménen och faltningarna blivit
till multiplikationer kan vi enkelt skriva upp de konstitutiva relationerna for
bianisotropiska material:

(85) Pw) = x“(w) - E(w) + x""(w) - B(w)
(86) M(w) = x"(w) - BE(w) + X" (w) - B(w)

Dir susceptibiliteterna, Y, ges av:

(87) Xab(w) _ /Xabe—iwr dr
0

Berdkningarna som krévs for att rdkna ut P och M i termer av E och B blir
relativt enkla eftersom inga faltningar behdver goras. Teorin kokar ned till
linjara ekvationer.
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11 Plana EM-vagor

Ett sarskilt viktigt specialfall av tidsharmoniska félt ar plana vagor. Dessa har
en given propagationsriktning, som déarfor utgor ett naturligt val da vi diskuterar
polarisation av plana vagor (det &r ofta underforstatt att polarisationen av en
plan vag dr med avseende pa propagationsriktningen). Vi ska nu studera dem
narmre. P4 samma sétt som vi for tidsharmoniska falt kunde gora bytet 0y — iw
kan vi for plana vagor gora en liknande ersédttning. Vi har fran ekvationer
och 7?7 att vi kan skriva 16sningar som:

For dessa 16sningar ser vi att V-E(r) = —ik-E(r), och att VX E(r) = —ikx E(r).
Vi kan alltsa gora bytet V — —ik. Maxwells ekvationer fér plana vagor blir
alltsa helt algebraiska utan nagon differentialoperator alls:

(89) kXE():wBO kXH():*UJDO
k- Dy =0 k-By=0

Vi kan nu stoppa in dessa ekvationer i varandra for att fa fler samband:

(90) wk-By =k - (k x Ep)
=Fy- (kxk)
=0
och

(91) wk - Dy = —k - (k x Hyp)
= —Hy- (kxk)
=0

11.0 Plana vagor i isotropa material

I ett isotropt material har vi som bekant D = ¢F och uH = B. Nu anviander vi
vara algebraiska Maxwells ekvationer for att hitta ett forhallande mellan & och
w sadant att de uppfylls. Det handlar alltsa att, givet ett material, hitta hur en
vag ror sig i dem. Vi har:
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k’X(kXEQ):wk’XBO

= wpk x Hy

(92) L
= —Ww [}JDO

= —w? ek

Den forsta termen kan skrivas om till k(k - Ey) — (k - k)Ep, men vi vet att
k- Eg =0, sa till slut har vi:

(93) (k-k—w?ue)Ey =0

Losningen (utom den triviella Ey = 0) ger oss

94 k-k=w?ne
(94) p

Som kallas for dispersionsrelationen. Den beskriver hur trogt fasen for en plan
vag andras for ett steg i rummet jamfort med ett steg i tiden.

11.1 Reflektion och transmission av plan vag

Vid ett granssnitt mellan tvad material kommer den plana vagen bete sig pa
ett sérskilt intressant siatt. For att sdtta upp geometrin, 1at oss betrakta en
gransyta vid z = 0, och en vag som faller in ifran omradet z < 0. I omradet
z < 0 kommer alltsa finnas en infallande vag och en reflekterad vag medan i
omradet z > 0 kommer det finnas en trasmitterad vag. Lat oss skriva vagorna
som

Ein (T‘) — (i)ne—iki"‘r
(95) Etr (7‘) — ére—ik"-r
ETe (7“) _ geefik”i-r

Vi minns tillbaka att den tangentiella komponenten av det elektriska faltet
maste bevaras nér vi ror oss mellan tva material (se ekvation [42)). Vi skriver

den tangenticlla komponenten som Ei” (r) = n, x Ejtek"2+k,"v) (och

motsvarande for reflekterad och transmitterad). D4 kan vi stélla upp det
tangientiella sambandet som:

+Ere _Ere =0

tan tan

(96) Eir

tan
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Detta ska gélla for varje punkt ldngs gransytan. Detta leder till villkoret att de
tangentiella komponenterna av samtliga vagvektrorer maste vara samma, ki, .
Vad som skiljer ir nu alltsa normalkomponenten av vagvektorerna, k'™ = kyqr +
k™ och motsvarande fér de andra. Fér ett isotropiskt material kan vi bestdimma
dessa fran dispersionsrelationen (se ekvation om materialegenskaperna ar
kinda (l1at oss siga att de ar g, €, for z < 0 och py, € for z > 0):

(Km)? = (1ze)?

97
( ) = OJQGGIMQ - kt2an
(98) (k,tzr)Q = w2€b,ub - ktzan

Propagationsriktningens z-komponent maste vara motriktade for reflekterad och

infallande vag, s& de blir minus respektive plus \/w2eqptq — k2,,,- Den transmit-

terade maste ju fortsitta i det nya materialet si den blir plus v/w?epup — k-

For att gora beskrivningen enklare hidanefter sa roterar vi vart koordinatsystem
sa att kiqpn ligger helt i y-riktningen. Alltsd far k under inga omstdndigheter
nigon x-komponent. Planet som spéanns av infallsriktningen och grénsytans
normal kallas infallsplanet och efter var rotation sa véljer vi det till planet = = 0.
For en vagvektor utan z-komponent kan vi skriva vara algebraiska ekvationer
som:

ktanEx - 7w,LLHZ
(99) k.Ey =wuH,
ktan o, — szy = w,U/Hz

Och pa samma, sétt:

ktanHy = wekE,
(100) k.H; = weE,
ktanH, — k. Hy, = wekl,

Vi noterar att vi kan sortera ekvationerna sa att vi far tva uppsattningar som
inte kopplas av ekvationerna, {E,, H,, H,} och {H,,E,, E.}. Vi kallar det
forsta for det transversellt elektriska fallet (ofta kallat TE) och det senare for
det transversellt magnetiska fallet (ofta kallat TM).

11.2 Reflektion och transmission av TE- och TM-vag

Kontinuitet av tangentialkomponent (jamfor ekvation ger:
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(101) E" + Er® —E" =0

Eftersom tangentialdelen av vagvektorn bevaras sa har vi att

(102) Ei" + E* —EJ =0

P& samma séitt har vi (jamfor ekvation [42| utan ytstrommar):

. .
(103) Hy'+H,—H/ =0
Hér utnyttjar vi k7" = —k”¢ och skriver om i termer av elfiltet enligt ekvation

[99] for att fa4 sambandet:

kin . ktr
104 z EZn _ E’I’e _ 'z tr —
(104) ™ (Eo" — Ep°) b

Nu kan vi skriva reflektionskoefficient och transmissionskoefficient for TE-vagor:

Epre

Bl

_1-re
14+vrE

Rrg =
(105)

Dar vi infért den dimensionslésa koefficienten yrp = kf,,—’;‘; Rrg beskriver

alltsa hur mycket av en infallande vag som reflekteras. P4 samma sitt kan vi
stalla upp kvoten for transmissionen:

E{"
Ein

2
1+rE

Tre
(106)

Exakt samma forfarande leder till motsvarande ekvationer for TM-fallet:

Hpe

Hi"

_1-rm
14+ vyrum

Rry =
(107)
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Och

Htr
Tras = 10
(108) 0 5
1+ yrm
k”ea
Med yryp = kzneb-

11.3 Brytningslag

Lat oss nu fundera pa riktningar. Lat den infallande vagen bilda en vinkel, 6,
med granssnittets normal (z-riktningen) och lat alltjimt propagationen ske helt
i planet 2 = 0. D& kan k" beskrivas med en komponent i z-led och en i y-led.
Utnyttjar vi dispersionsrelationen (ekvation sa har vi:

(100) k™ = wy/€qfiq cos(6)
k;” = wy/Eafiq sin(6)

Vi noterar att den tangentiella komponenten maste bevaras 6ver gréansytan.
Det innebédr att y-komponenten maste inga i den transmitterade vagvektorn
med. Vi kan da stélla upp en ekvation for kvadraten av den transmitterade
vagvektorn déir vi aterigen utnyttjar despersionsrelationen (ekvation :

(ktr)2 _ w25b/14b

Vi sétter in den bevarade tangentiella komponenten som vi kdnner igen och far:

(111) (k)2 = w2 (eppup — €afta sin?(0)

Huruvida losningarna blir reella beror av forhdllandet o = % Om

o > 1 sa far vi reella 16sningar dér vi (med samma resonemang som tidigare)

véljer den positiva 16sningen k!" = w\/ebe — €qfiqsin?(0). T fallet o < 1 har

vi komplexa losningar pa formen :I:iw\/ —epty + €attq sin?(0), dir vi viljer den
negativa losningen som vi kallar —za.

Lat oss betrakta det reella fallet. Den totala vagvektorn for den transimtterade
vagen kan skrivas:
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(112) k' = wy/epp(sin(f-)ny, + cos(fy-)n)

Dar vi infért en ny vinkel, ;. som beskriver vinkeln av den transmitterade
vagen fran gransytans normal. Om vi ater utnyttjar tangentialkomponentens
bevarande 6ver en griansyta far vi forhallandet mellan infallande vinkel och
transmitterad vinkel:

ktan = kZT
= wy/€ptp sin(Gy,
(113) e nl)
= ki

= w/€qltg sin(6)

S4 forhallandet blir:

(114) Vel sin(fy.) = v/€eapia sin(6)

Vilket kallas for brytningslagen.

Lat oss nu betrakta det komplexa fallet. Om eppp > €444, s& kommer o vara
storre dn 1 och kL™ dr séledes reell for alla vinklar. Detta kallas att material b
ar optiskt tdtare &n material a. Om vi har det omvinda far vi en vinkel, 6 = 0;,
som kallas den kritiska vinkeln. Fér 6 > ) har vi att k%" blir imaginér. Denna
vinkel fas da o gar forbi 1, alltsa vid:

(115) 0, = arcsin Colty
€alla
For vinklar 6ver denna har vi att k" = —iq, alltsd helt imaginér. Vi riknar ut

reflektionskoefficienten pa samma sétt som forut och far:

o 1+iATE
T 1—iArg

— i®rE

(116) Rrg

Dir Arg = ﬁ och &g = 2arctan(Arg). Vi noterar att |[Rrp| = 1 vilket
innebér att ingen effekt kan ga in i material b, vagen totalreflekteras alltsa.
Emellertid far vi en fasférskjutning ®r g som kallas for Goos-Hdnchens fasskifte.
Samma forfarande for TM-fallet ger totalreflektion med fasforskjutning @7y =

QEq

2 arctan( i €p).
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11.4 Brewsters vinkel

Om materialet tillater finns en vinkel, g, for vilken ingenting reflekteras utan
hela vagen transmitteras, denna vinkel kallas for Brewsters vinkel.

Vi betraktar reflektionskoefficienten f6r TE-fallet (ekvation [L05]) och ser att
villkoret for att ingen effekt ska reflekteras ar yrp = 1 vilket ger:

(117) ekl = ekl

Vi stéller normalkomponenterna av vagvektorerna for denna vinkel mot varand-
ra:

(118) k™ = wy/eatia cos(0p), kT = w\/epmp cos(by,)
Sa:
(119) cos(0y) = cblla cos(0p)

€plha

Anvénder vi tangentialkomponenten (som ju bevaras), ki, = wy/€afila sin(dg) =
wy/€pitp sin(by) sd kan vi eliminera 6, och fa:

ev(€atty — Ebua))

(120) Op = arcsin( CErET

For TM-polarisation finns alltid brewstervinkeln om p, = p, men aldrig om
€, = €p. For TE-fallet géller det omvianda. Brewsters vinkel kallas darfor dven
for polarisationsvinkeln.

11.5 Infallande plan vag mot ledande yta

Vi avslutar med ett specialfall av sarskilt intresse for kommande studier, ndm-
ligen fallet da en plan vag faller in frdn tomrum mot en ledande yta. Lat
geometrin vara sa som tidigare exempel. Material a dr tomrum och saledes har
vi e, = 1 och pu, = 1. Lat material b vara ett ledande material med konduktivitet
o, relativ permittivitet €, och relativ permeabilitet p, = p, som darfor har
forluster. Vi far att permittiviteten i material b blir €, = €, — ic/w.

Fran dessa materialegenskaper kan vi skriva kvadraten av normalkomponenten
av den transmitterade vagens vagvektor som:
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0

(121) (K2)? = Kglpo(er — —) — sin*(0)]

ki far alltsa real- och imagindrdelar enligt ki = 3 — i dér bade o och 3 méste
vara positiva och uppfylla:

B% — a® = k3 (eqpp — sin?(0))

122
w

Utan att ga vidare matematiskt kan vi notera att dimpningen sker i normal-
riktningen.

Detta far avsluta denna introduktion till elektrodynamik med nagra praktiska
specialfall.
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A Notation och definitioner

Notationen foljer den i [Fur22c].

A.0 Storheter

Ingen typografisk skillnad gors mellan storheter av olika dimensioner. Lésaren
forvantas forsta vad som forsigar.

For allména héndelser i rumtiden anvinds ofta symbolen x, sa att en funktion,
f, som beror av bade tid och rum far virdet f(z) i den héndelsen. For enbart

rum anvinds ofta r och fér enbart tid, t.

Enhetsvektorer betecknas vanligtvis med n, ibland med ett index som indikerar
att vektorn pekar i en koordinataxels 6kande riktning, s4 som exempelvis n..
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B Forkunskaper

Kapitel som dr markerade med m far anses krédva matematisk mognad langt
utéver vad som fordras for resten av artikeln.

B.0 Naturfilosofi

Lésaren bor ha atminstone grundlaggande kunskap inom

* Klassisk mekanik (se exempelvis [Kra03a| och [Kra03b])

For avsnitt markerade med x bor ldsaren dven vara bekvam med

* Analytisk mekanik (se exempelvis [Per10])

* Relativitetsteori (se exempelvis [Sch50] och [Whe73])

B.1 Matematik

Léasaren bor ha atminstone grundlédggande kunskap inom

* Linjar algebra (se exempelvis [Gusl3])
* Analys (typ RY — R?, se exempelvis |[Lar05a), [Lar05b] och [Ced13))

* En smula fourieranalys (se exempelvis [Fol09)])
* Geometri (se exempelvis [Ced13])

* For avsnitt markerade med x bor ldsaren dven vara bekvam med

p Multilinjar algebra (se exempelvis [Gre78])

o Differentialgeometri (i synnerhet Riemannsk geometri, se exempelvis
[Fol0§], |Sch50] och [Wei72|)

p Yttre algebra (se exempelvis [Dar94])
o Variationskalkyl (se exempelvis [Mag05] och [Sch95])
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C Vidare liasning

Den intresserade lasaren kan saklart ta vid och lasa de bocker som forfattaren
sjalv stottat sig pa under skrivandet av denna artikel. For elektrodynamiken

i allménhet anvéndes framst [Nor|, [Jac62], |[Che89], [Gri99] och

Hecl5|. For

de mer matematiskt inriktade delarna anvandes dven |[Ced13|, [al01], [Fol09],
[Gre78|, [Dar94] och [Mag05]. Fér delarna om vagrorelse anvindes dven [Agr97

och [Col92].

Lésaren uppmuntras att dven lidsa nésta del i serien, [Fur22a).
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D x Analogi mellan gravitation och elektrodynamik

Lat oss betrakta lagrangianen for Newtons teori for gravitation:

1
(123) ‘CgTaU = —§(V(I’)2 - p(I’

Déar @ ar den gravitationella potentialen och p dr masstatheten. Lat oss variera
detta med avseende pa potentialen. Vi far (efter partiell integration dér yttermen
férsummades) villkoret:

(124) —p+AD =0

Detta kénner vi igen som analogt med Gauss lag (se ekvation [36| dar vi har
p=V-E=Ad).

Tar vi nu tidsderivatan av detta villkor far vi:

(125) —0up+ O AD =0

Lat oss nu sétta in materians bevarande, kontinuitetsekvationen vi kan beskriva
med en strom av massa (med andra ord en rérelseméngd), J:

(126) Op—V-J=0
Da far vi:

(127) V-J=0Ad
(128) V-J=V-(0;V)
(129) J—-—0,V® =0

Denna ekvation bor paminna om Ampéres lag (se ekvation fast utan en
term. Analogier s som denna &r mycket kraftfulla fér en djup forstéelse for
teorin.
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