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Sammanfattning

Héri beskrivs teorin for allmén relativitet med tillimpningar pa ett grund-
laggande och chosefritt vis med fokus pa att gora larandet kul fér den
matematiskt intresserade.
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Kunde Euklides nansin tro

Att rita linjens form skulle bero
Av vad for massa som fanns ndra
Star det att finna i hans ldira?

Utan att det riktigt sjdlv forsta
Hade greken mycket rditt dnda
Lingen transporteras parallellt
Det dar sa det sdgs, formellt

Men han kunde aldrig ana

Att manens runda bana
Tangent till himmelens blda tak
Egentligen var ganska rak
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Bakgrund

Den allména relativitetsteorin &r, sedan dess publicering 1915 e.Kr. och &nnu
vid denna lektionsseries publikation, den bésta forklaringen for gravitation som
formulerats. Teorin har inte genomgatt nagra forandringar utan var fullindad
fran borjan. Det ar ett méaste for varje naturfilosof att ha en djup forstéaelse for
den allména relativitetsteorins principer.

Vi har att gora med en hogestetisk teori. En teori som binder samman tva till
synes helt olika foreteelser, namligen materia och rummet sjalv som innehéaller
den. Teorin stéller upp ett samband mellan sa skilda ting som rorelseméngd,
massa och energi pa ena sidan ett likhetstecken, och pa den andra sidan finner
vi hur en klocka saktas ned, hur en linjal férkortas och hur en rak linje kan bli
till en precesserande elliptisk omloppsbana kring en tung kropp.

For matematikentusiasten innebér allmén relativitet en chans att bekanta sig
med multilinjir algebra, yttre algebra och differentialgeometri. Det blir ett
dventyr bland tensorprodukter av glatta tvarsnitt 6ver fiberknippen. Bland Lie-
derivator langs hastigheten av floden. Bland férbindelser, torsion och metrisk
kompatibilitet. Far inte missas.

For att sdtta allmén relativitetsteori i ett sammanhang ar det lattast att
betrakta fysikens utveckling och nuvarande tillstand. Detta aterges i figur 0.
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Membranteori Kvan'tfaltteon i keSkt | Bortom modern

Sling-gravitation rumtid fysik

Supersymmetri Forenade faltteorier
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Dirac, Schwinger, Modern fusik
Tomonaga, Feynman, R . odern fysik:
D . d fl Y . Einstein: Allmdn |~ gandardmodellen
yson me F:ra, relativitetsteori och gravitation
Kvantfiltteori 1900-tal
T L

Heisenberg, Dirac,

Einstein: Speciell

Planck, Bohr med
flera: Kvantmekanik

\/

relativitetsteori

Laplace, Lagrange, Poisson, Euler,
slmper;, FGarada.y, 1700-1800-tal | Hamilton: Omformuleringar av
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Grundldggande geometri och mekanik
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Elektrisk laddning

Figur 0: Skiss 6ver fysikens utveckling. Mekaniska teorier utvecklades parallellt
med elektromagnetiska. Sa smaningom férenades de pa 1900-talet. Den moderna
fysiken ar uppdelat i en teori som behandlar allt utom gravitation och en teori
som enbart behandlar gravitation. De tva gar inte att forena. Forsok att forena
dem, antingen forklara gravitation inom kvant-teorier (rutan 6verst till véinster)
eller forsok att fa in kvantteorier i den krékta rumtiden (rutan Gverst till hoger),
har hitintills dessvérre misslyckats.
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Grovt upplagg

Lektionerna ar grovt sett uppdelade i tre delar med tre olika mal i fokus.
Matematiska strukturen byggs pa efterhand som den behovs. Varje lektion
inleds med ett motiverande avsnitt ddar méalen for lektionen sétts upp och ett
sammanhang ges.

Forsta malet: rita varldslinjer pa rumtiden

Vi vill underséka hur saker ror sig pa grund av relativistiska effekter. For att
kunna goéra det behdver vi kunna rita deras vdrldslinjer i rumtiden. Detta kréver
en del matematik, sa mycket att vi inte kommer in pa nagon fysik alls i hela
delen.

Andra malet: binda samman rumtid med materia

Hér borjar fysiken. Vi vill se hur materien och rorelseméngden, T', paverkar
rumtiden, kréker den. Har kommer fysiken alltsa in. Malet med delen &r att
uttrycka Einsteins féltekvationer.

Tredje malet: undersoka konsekvenser av teorin

Vid det hér laget ar teorin fullstdndig i och med faltekvationerna. Malet med
denna del blir i stéllet att undersdka teorins konsekvenser i form av svarta hal
gravitationsvagor och liknande.

)

Extralektion: Matematisk férdjupning

Efter kursen ges en extralektion som gar in pa djupet i de matematiska delarna.
Déri hérleds Euler-Lagranges ekvationer, Noethers sats och en hel del om
differentialgeometri sa som inbaddningar, bakatryckningar, Lie-derivator och
mer.
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I: Matematiskt ramverk



0 Lektion: topologi och glatta mangfalder

Vi borjar som man alltid gor, med grekerna.

En punkt &r vad som icke har delar.
Euklides

Rumtiden ar vad vi egentligen vill utga fran. Det &r just en samling punkter
som vi tar for atomdra. Vi kallar en samling for méangd.

Det sagt sa blir det nog en del repetition av grunderna till att bérja med.
Léasaren antas ha litet koll, annars finns goda bocker att lésa.

0.0 Mal

Vi vill beskriva rummet och tiden, rumtiden, omkring oss, och for det vill vi
parallellt bygga upp en matematisk struktur fér den.

Vi utgar fran att samla alla punkter i en mdngd. Vi inser att saker omkring
oss antingen hanger ihop eller ej, och denna kontinuitet beskriver vi med en
topologi Exempelvis kan man tédnka sig att punkterna som ett bord finns i
hénger samman med varandra, medan punkterna som taklampan finns i inte
hénger ihop med dem, utan bildar sin egen sammanhéngande delméngd.

Vi ser ocksa att vi kan avbilda sma regioner av rumtiden pa ett euklidiskt rum
pa ett kontinuerligt vis och tvért om. Detta beskrivs matematiskt av strukturen
mangfald, som &r ett villkor pa topologin.

Dessa avbildningar kallar vi fér kartor och vi vill anvidnda dem f6r att skapa
en glatt struktur pa mangfalden. Vi vet ju redan hur vi deriverar i euklidiska
rum, sa vi forsdker att definiera den med avseende pa kartor. Resultatet blir en
samling av kartor som ar kompatibla med derivator, en glatt atlas.

I lektionen bygger vi upp de matematiska strukturerna som krivs for en glatt
mangfald, for det ar sa vi vill bérja med att beskriva rumtiden. I resten av
lektionen kommer inga referenser till rumtiden goéras utan allt presenteras pa
en allmén och rent matematisk niva.

0.1 Topologi

Lat oss tdnka oss en méangd, M. Méangdens element har ingen inbérdes relation,
men vi kommer vilja ha en sadan. Ett av de grovsta sétten att definiera inb&rdes
relationer mellan elementen dr med nagot som kalls f6r en topologi pa M.

Definition 0 (Topologi, 6ppen méngd, topologisk méngd)
En delmdngd av potensmdngden till en mangd, O C p(M), kallas for en topologi
pa M om den uppfyller tre villkor.



0.0ee0O, MecO
1. UeO, Vel =UNVeO

2. Uy € O = |, Ua, a i nagon indexmdingd.

Element ur O kallas 6ppna mdngder med avseende pa en given topologi. Paret
av en mdangd och dess topologi, (M, ), kallas for en topologisk mdingd. "X

Vi kan omedelbart kénna i gen tva topologier vi alltid kan skapa, Odiaos =
{M, D}, som kallas for den kaotiska topologin (ibland for den indiskreta) och
Oldiskret = (M), som kallas for den diskreta topologin.

Med en metrik kan vi inducera en topologi genom att betrakta mjuka bollar
som oppna (det betyder element ur topologin) och dérmed unioner och snitt
mellan dem enligt ovan definition. En sddan metrikinducerad topologi ar vi
vana med pa RY, diir metriken ir den bekanta euklidiska (g = Y da# ® dat).

Topologier definierar punkters omgivning, vilket ger en inbordes relation mellan
elementen i den topologiska méngden.

Definition 1 (Omgivning)
Givet en topologisk mangd, (M,Q), och ett element, p, i denna sd kallas en

delmdngd N C M foér en omgivning till p omm det existerar en delmdngd,
G C N, sadan att G € O och p € G. Y

Anmdrkelse. En delméngd av en topologisk méngd kallas alltsd omgivning till
en punkt om den har en 6ppen delméngd déri punkten ar ett element. I den
hér kursen &r vi enbart intresserade av omgivningar som sjélva dr éppna, alltsa
Oppna omgivningar.

Mer &n sa behover vi inte ga in pa topologi. Varfor studera topologi? Det ger
oss ett begrepp om kontinuitet som vi s& smaningom behdver for deriverbarhet
som vi i sin tur behover for att kunna tala om glatta funktioner.

Definition 2 (Kontinuitet)
En funktion, f : M — N, mellan tvd topologiska mdngder, (M,Opr) och
(N,On), dr kontinuerlig (med avseende pd dessa tvd topologier) omm

VeOy = preims(V) € On

0.2 Mangfalder

Nu &r vi redo for att definiera mdangfald.



Definition 3 (Homeomorfi)

En avbildning som dr en kontinuerlig bijektion med kontinuerlig invers kallas
for en homeomorfi med avseende pa topoloierna for definitionsmdngden och
vardemdngden. BY

Definition 4 (Méngfald av dimension d)

En topologisk mdingd, (M, ), kallas for méngfald om det for varje element,
p € M, finns en dppen omgivning, U € O, till p, som dr homeomorf med en
dppen mingd i R? T. Dimensionen av mangdfalden sigs da vara d. BY

Anmdrkelse. Ibland stélls ytterligare tva villkor, som vi hir har uteslutit (dels
for att de inte alltid stélls, och dels for att topologiska méngder vi &r intresserade
av dnda uppfyller dem)

* (M, Q) ar Hausdorff, vilket innebér att det ska finnas omgivningar runt
distinkta punkter med tomt snitt

* (M, Q) ar parakompakt, vilket innebér att varje dppet ticke har en dppen
forfining som &r lokalt dndlig, men det har &r ingen bok om topologi

Vi tar i den hér kursen dessa tva villkor som uppfyllda for alla mangfalder vi ar
intresserade av.

Kanske aningen krangligt men essensen &r typ: det finns ingen storre struktur i
en mangfald &n att dess element har en inbordes relation med de element som,
pa topologisk niva, ligger néra. I den topologiska nirheten av varje punkt liknar
méangfalden det euklidiska rummet. Notera dock att vi inte kan séga mer &n
s&. Vi har inga operationer pa mangfalden. Det &r inte meningsfullt att addera
punkter eller {orsoka méta avstindet mellan dem (annat dn pa en topologisk
niva).

0.3 Kartor

Vi ska forsoka utnyttja att mangfalden lokalt ser ut som ett euklidiskt rum
genom att skapa, eventuellt 6verlappande, funktioner mellan méangfalden och
delméngder av det euklidiska rummet. Dessa funktioner kallar vi for kartor.

Definition 5 (Karta)

Givet en mdngfald, (M,O) kallas en homeomorfi, x : U — z(U) C R?, till-
sammans med sin definitionsmdngd, U € O, alltsd (U,x) for en karta pd
mangfalden. Y

Se figur 1 for en schematisk skiss.

Vi ska hér akta oss for att tro att detta inducerar nagra operationer pa mangfal-
den. Givet en karta, (U, z), pd en mangfald, (M, O), si kan vi exempelvis inte

TDér det &r underforstitt att vi alltid, sévitt inget annat anges, &r standardtopologin som gller
dar, alltsd den som induceras av mjuka bollar med avseende pa en euklidisk metrik.
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Figur 1: Karta, x, som avbildar en 6ppen omgivning, U C M, till p pa en 6ppen
mingd, #(U) C R%.

addera tva punkter, p,q € M genom att ta nagot i stil med z~(z(p) + z(q))
dven om z(p) + z(q) € x(U). En sddan operation skulle sakna mening pa mang-
falden eftersom den inte ar véldefinierad. Ett byte av karta skulle innebéra
att samma operation skulle ge en annan punkt. Det finns dock tillfallen da
vi kan gora detta for infinitesimala additioner pa kartan. Detta sker da under
mycket speciella omstandigheter och vi kommer anvinda det sa smaningom da
vi undersoker kurvors langd under variationer for att finna stationdra sadana.

0.4 Glatta mangfalder

Vi har inget begrepp om derivator pa méngfalden. Vi minns déremot fran
skoltiden hur man deriverar funktioner mellan olika euklidiska rum. Lat oss ta
ett par kartor, (U, z) och (V,y). Betrakta snittet av deras definitionsméngder.
Dir kommer vi kunna gora ett kartbyte 2 — y genom funktionen y o 7', och
motsvarande at andra hallet. Om vi kan gora detta 6verallt kanske vi d&nda kan
avgora om funktioner pa mangfalden har vissa egenskaper genom att betrakta
dessa kartbytesfunktioner.

Definition 6 (Atlas)
En samling kartor, (U,,x4), till en mangfald, M, sidana att unionen av deras
definitionsmdngder dr mangfalden, |J, Ua = M, kallas for en atlas till M.

En egenskap vi &r intresserade av ar en glatt struktur. Om alla kartbytesfunk-
tioner pa en mangfald &r glatta sa kan vi tala om glatta funktioner.

Definition 7 (Diffeomorfi)
En avbildning som dr en glatt bijektion med glatt invers kallas for en difffeo-
morfi. By

TDetta betecknas ibland for tva kartor, zo och B SOM To 0T = Tog, Men vi kommer inte
att anvénda den notationen.



Definition 8 (Glatt mangfald, glatt atlas)
En mangfald med en atlas, (M, O, A), kallas for en glatt méangfald om alla
kartbytesfunktioner i A dr diffeomorfier. Atlasen kallas da for en glatt atlas. ¥

Anmdrkelse. Glatta atlaser kan ibland skapas genom att riva ur blad, alltsa
kasta bort kartor som inte dr kompatibla med den glatta strukturen, fran en
annan atlas.

Anmdrkelse. Notera att atlasen behover saklart técka hela mangfalden, s& att
for kartor (Ua, 24 ) 1 atlasen géller | J, Uy = M. Vad som &r det intressanta med
en glatt atlas d4r omraden déar de olika kartorna 6verlappar, U, N Ug. I varje
sadan region maste x,, o mlgl vara diffeomorf.

¢

——
X_(U_) -, #=X-'
' I%\| o Xoy™ 7

= -,
\ zoT \/—///y/(fﬂ{/)
sy (L)

Figur 2: Kartbytesfunktioner for kartor (U, z) och (V,y), som &verlappar i en
region, U NV (i figuren ritad som snedstreckad, likasd dess avbild med de
olika kartorna). Kartbytena, z o y=! : y(UNV) — x(U N V) och inversen
yoxr t:xz(UNV)—yUNV) ir bada glatta.

Se figur 2 for schematisk bild av kartbyten.

Med vara glatta kartbyten kan vi ta funktioner som har med mangfalden att géra
och definiera vad vi menar med att de #r glatta eftersom C*-egenskap bevaras
vid sammanséttning. Mer konkret, om fogoh dr C* sa innebér det att alla tre var
for sig ar det ocksa. Om vi alltsd har en okédnd funktion, ®, som vi inte vet hur vi
ska derivera (kanske har en delméngd till mangfalden som definitionsméngd eller
virdeméngd) sa kan vi analysera den i vara kartor, x och y~!. S& linge vi kan
skapa en sammanséttning som har bade definitionsméngden och virdeméngden
i ett euklidiskt rum sa kan vi avgéra om den sammansittningen dr C*. Om den
ar det si maste alla ingdende funktioner, inklusive ® vara C*. Om den inte &r
det méste minst en bryta mot egenskapen, men eftersom vi vet att vara kartor
ar diffeomorfier sa ligger felet aldrig hos dem och vi kan da avgora att ® inte &r
C*k.



Lat oss illustrera det i nagra exemplares, se figur 3 for skiss Gver exempelsitua-
tionerna.

R

Y

/ X/
d
)(Ofu;'

Figur 3: Funktionerna f, g och « har alla mangfalden M som definitionsméngd
eller vardeméangd. Det omd&jliggér matematisk analys. Genom att studera dem i
termer av kartor kan vi anvinda vara kunskaper om euklidiska rum. I figuren
dr sammansatta funktioner utritade mellan euklidiska rum. Genom dessa kan
vi analysera de ingaende funktionerna. Till hjalp har vi tagit kartor och deras
inverser.

Exempel

Tag en funktion f: M — M. Om zo foy ! : R? — R? ir glatt (och det vet vi
ju vad det betyder eftersom vi redan har en definition av derivata for funktioner
i (R? — R%)) sa dr f glatt (och annars inte). s

Exempel

Tag en funktion g : M — R. Om y~'og: R? — R ir glatt (och det vet vi ju
vad det betyder eftersom vi redan har en definition av derivata for funktioner i
(R? — R)) sa #r g glatt (och annars inte). K

Exempel

Tag en funktion v : R — M. Om z o7 : R — RY #r glatt (och det vet vi ju
vad det betyder eftersom vi redan har en definition av derivata fér funktioner i
(R — R9)) sa #r v glatt (och annars inte).  skulle exempelvis kunna vara en
kurva och det &r ett fall som vi straxt far bekanta oss med. BY

Nu har vi den struktur, glatt mangfald, som vi behover for att borja tala om
kurvor pa mangfalder, som blir nésta steg.



1 Lektion: kurvor, hastigheter och tangentrum

Héadanefter antar vi att vi har en glatt mangfald i atanke, (M, O, A).

1.0 Mal

Vi vill nu kunna beskriva forlopp i rumtiden. En fluga (hér ténkt som en
punktpartikel) har en bana genom rummet och tiden. Detta vill vi beskriva
som en kurva i rumtiden, alltsd en sammanhéngande, kontinuerlig, méangd
punkter som genomlops i tur och ordning. Vi kan till en borjan tdnka oss att vi
parametriserar banan med tiden. I varje tidsdgonblick har flugan en position.
Denna modell blir snabbt dalig sa vi kommer i stéllet parametrisera kurvorna
pa annat vis.

Flugans bana genom rumtiden definierar &ven en hastighet. Denna egenskap
rymms inte i var nuvarande struktur. Vi véljer att beskriva flugans hastighet i
varje punkt med en wvektor.

Denna vektor kommer ur ett vektorrum som bestér av alla hastigheter som
flugan hade kunna ha (om den flugit l&ngs en annan bana som korsar just den
punkten i rumtiden) i just den punkten. Detta vektorrum kallar vi fér punktens
tangentrum, och ett sant finns i varje punkt.

Med dessa strukturer kan vi beskriva kurvor pa mangfalden och deras hastigheter
léngs vagen.

1.1 Kurvor
Vi borjar med att fundera 6ver kurvor pa M.

Definition 9 (Kurva pa méngfald)
En kontinuerlig funktion, v : R — M kallas for en kurva pa M. DY

Anmdrkelse. En kurva &r inte en méngd punkter pa M. En kurva &r det och
sin parametrisering. En omparametrisering av kurvan ger en annan kurva, éven
om méngden av punkter pa M som den avbildar p& dr desamma.

Se figur 4 for en skiss 6ver hur kurvor avbildas pa mangfalden och i en karta.

1.2 Hastighet

En kurva binder samman ett géng punkter langs mangfalden. Vi kanske hér kan
utvidga var uppfattning om relationen mellan intill-liggande punkter genom att
betrakta kurvans hastighet.

Definition 10 (Hastighet av kurva)
En glatt! kurva, v, som genomléper p € M, har hastigheten Uy, p vid punkten

T Atminstone C* egentligen men vi dr intresserade av glatta kurvor.
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Figur 4: En kurva pa en mangfald och avbildad med en karta. Varje virde,
A € R, av kurvparametern avbildas pa en punkt, v(A) € M, pd méangfalden och
med kartan (U, ) pa ett element, x o y(\) € z(U) C RY.

p =7(No). Detta dr en linjdr avbildning frin glatta skalirvirda funktioner till
R

Vyp: CF(M) =R

som definieras av sin verkarn pd glatta funktioner, C°(M), pd sd satt att

[ U'y,p(f) =(fo 7)/()‘0)

Ekvivalent, med tomt-agrument-notation,

vyp = (07) (No)

e

Detta kan tyckas vara en mérklig definition. En hastighet bestdms av hur den
verkar pa skaldrvirda funktioner? Ja det kan man fundera pé ganska ldnge tills
det kénns bra.

Ett sdtt vi kan tédnka pa det ar att vi aldrig &r intresserade av en skaldr-
vard funktion i sig utan alltid pa dess virde ldngs en kurva. Att da verka pa
funktionen med kurvans hastighet ger den relevanta derivatan av funktionen.
Den foréandringshastighet som en observator langs kurvan skulle uppleva med
avseende pa kurvparametern.



1.3 Tangentrum

Vi noterar att vi kan parametrisera om och rotera kurvor och pa sa satt bilda
linjarkombinationer av hastigheter i T, M. Detta kommer alltsa att bilda ett
linjart rum, som vi kallar fér mangfaldens tangentrum i punkten p.

Definition 11 (Tangentrum)
Mingden av alla hastigheter for kurvor som korsar p € M bildar ett vektorrum
som vi kallar for tangentrum till punkten p och betecknar enligt T, M .

Additionen fas punktvis enligt (notera addition i hiogerledet pa R)

+:T,M x T,M — T,M

(Vy,p +5.p)(f) = vy p(f) + vs,(f)

S-multiplikationen fas enligt (notera multiplikation i hogerledet pd R)

R xT,M — T,M

(k- v5p)(f) = k- v5,p(f)
4

Se figur 5 for en skiss 6ver hur ett par tangentrum kan se ut for en enkel
mangfald, St. Se figur 6 for en skiss 6ver hur hastigheter for kurvor som korsar
en gemensam punkt bildar vektorerna som utgér tangentrummet i den punkten.

Lat oss nu forsoka undersoka dessa hastigheter i en karta, (U, x).

Betrakta en kurva, v, som gar igenom en punkt, p = v(0) € M. Hur ser dess
verkan pa en skalérvérd funktion, f : M — R ut med avseende pa en karta? Vi
sitter in id = 27! o i mitten for att testa.

vy p(f) = (f07)'(0)

foa™)o(z07))(0)

z07))(0) - (foz™h),(z(p))
( “)(ap)

(
((
((zory

((xo9))(0) - (Ou(fox

Vi tar den forsta faktorn i sista uttrycket som hatighetens komponenter och det

andra som aaxfu , vilket vi kan dela upp i % f- Vi tar differentialoperatorn som

en bas for hastigheten. Det kallas for den kartinducerade basen. Ofta skriver




> [
-5

g1 ( !
Figur 5: Mangfalden S (hér inbidddad i R?) har tangentrummen 7,,S* och T, S*
for de tva punkterna p € S* respektive ¢ € S'. De bestar av alla hastigheter
som en kurva lings S! kan ha momentant i de respektive punkterna. Vi ser att

de liknar R. Vidare noterar vi att tangentrummen har samma dimension som
mangfalden sjilv dim(7,S!) = dim(S?!) = dim(7},S'), vilket alltid &ir sant.

vi dem kortfattat som 3% = 0, da det inte kan uppsta nagra tvetydigheter
angaende vilken karta som inducerat basen.

Basen for tangentrummet ar alltsa differentialoperatorer, det kan tyckas mérkligt
till en borjan men man far vinja sig.

I en kartinducerad bas kan vi alltsé skriva hastigheten som

(1) vyp = Y"(0)0,

Déar vi r noga med att forsta att komponenterna ar med avseende pé en viss
kartinducerad bas och att basen bara &r giltig i tangentrummet T, M.

1.4 Duala tangentrummet
Vi passar héar pa att inféra dualrummet och dualbasen.

Definition 12 (Kotangentrum och kovektorer)

Dualen till ett vektorrum dar vektorrummet som bestdar av mdangden av alla
funktioner som linjdrt avbildar vektorerna pa kroppen. Det vektorrum som har
det forhdllandet till tangentrummet, T, M, kallas for kotangentrum, Ty M och
dess element kallas for kovektorer. BY

Anmidrkelse. Ibland anvéinds begreppet funktionaler for att referera till linjira
funktioner fran ett vektorrum, V' till kroppen, K, alltsa (V — K). I vart fall
(TpyM — R). Den termen anvénder vi ej i det hér sammanhanget.
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Figur 6: Tre kurvor, v, § och € avbildas pa M, pa ett sddant sétt att alla tre skér
punkten p € M. Deras hastigheter i den punkten ligger i punktens tangentrum,
T,M. Vi noterar att tva av kurvorna, v och €, har samma tangentriktning i p.
De har emellertid inte samma hastighet, vilket vi kan se genom att betrakta
deras respektive vektorer i T, M, hdr avbildade som pilar. Vi ser att v, och
Ve p ar riktade &t samma hall, men har olika storlekar. I det hér fallet s& 16per
kurvan € genom punkten at samma hall som 7, men med en hogre hastighet,
hér ritat som en ldngre pil i T, M. Kurvan § skéir punkten i en annan riktning
och dess hastighet dr ddrmed linjért oberoende av de andra tva kurvornas
hastigheter i den punkten. Tangentrummet, T, M, bestar i helhet av méngden
av hastigheterna som alla mdjliga kurvor som korsar p har i den punkten.

Anmdérkelse. Dualrummet har saklart samma dimension som vektorrummet och
operationerna (addition och S-multiplikation) definieras p4 samma séitt.

Vi kommer sa smaningom stéta pa en isomorfi mellan dem som kallas fér den
musitkaliska avbildningen, sa det kan vi se fram emot.

Vi kommer uteslutande anvénda en bas for T; M som kallas for dualbasen.

Definition 13 (Kroeneckers §-symbol)
Symbolen §¥ (inte en tensor) som ar 1 for u =v och 0 for p # v, kallas for
Kroeneckers d-symbol. BY

Definition 14 (Dualbas)
Givet ett tangentrum, T, M, med bas, O0,, sa kan vi alltid bilda en bas pd dess
dual, Ty M, dz¥ som uppfyller:

11



dz* 8, = ¢,

Den basen kallas for dualbasen till 0,,.
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2 Lektion: filt, krokning och féorbindelser

Nu har vi ett begrepp om tangentrum pa méangfalden déar tangentvektorer lever.
Vi vill utéka den strukturen till vektorfélt, definierade 6ver hela mangfalden.

Ett omedelbart problem vi ser &ar att detta vektorvarda falt skulle ta véirden i
olika tangentrum som inte har nagot med varandra att gora. Det behovs alltsé
forst nagon struktur for att samla ihop dem och sedan ytterligare struktur for
att binda dem samman.

2.0 Mal

Vi vill kunna beskriva vindens hastighet i varje punkt. For det behover vi
vektorfdlt. Strukturen som vektorfilt lever pa kallas for knippen.

Vi dr vana vid att kunna addera och subtrahera vektorer. Det fungerar for
element i ett vektorrum, men det fungerar inte nédvandigtvis for vektorer i
olika vektorrum, sa som vara olika tangentrum. Vi behéver en relation mellan
tangentrummen. Det innebér att vi behover infora en struktur som gor att vi
kan jamfora vektorer i ett tangentrum med dem i ett intilliggande. En sadan
struktur kallas for en forbindelse.

En férbindelse kommer beskriva vad det innebér att en vektor parallelltranspor-
teras fran ett tangentrum som hor till en punkt pa mangfalden till ett annat
tangentrum som hor till en intilliggande punkt pa mangfalden.

Vad vi som barn ténkt pa som raka kurvor méste har forkastas. I stéillet later vi
forbindelsen avgora om en kurva ar rak, alltsa om dess hastighet &dr oféréndrad.
Vad of6randrad betyder later vi férbindelsen bestdmma.

Eftersom vi nu kan jamfora vektorer i olika tangentrum blir det meningsfullt
att infora en derivata med avseende pa denna jamforelse. Det blir vad vi kallar
for kovariant derivata.

2.1 Tvarsnitt pa fiberknippen

Definition 15 (Fiberknippe, basrum, totalrum och projektion)

En mangfald, M, en surjektiv avbildning, ©: TM — M och en disjunkt union
av alla tangentrum pd M, TM = U,T,M kallas tillsammans, (M, n, TM), for
ett fiberknippe. M har rollen som kallas for basrum, m projektion och T M
totalrum. m definieras av v — p for v € T,M. By

Anmdrkelse. Vi kommer ofta referera till fiberknippet (M, 7, T M) som vi skapar
fran tangentrummen, 7, M, som tangentknippet.

Fiberknippet dr inte sa svart att forsta. Ett vektorfilt ska alltsa vara nagot som
avbildar basrummet pa totalrummet. Denna struktur kallar vi fér tvérsnitt.

13



Definition 16 (Tvérsnitt)
En glatt funktion ¢ : M — TM, pa ett fiberknippe, (M, 7, TM), kallas for ett
tvdrsnitt eller ibland helt enkelt snitt om den uppfyller

mo =1d
Mdngden av glatta tvdrsnitt pa knippet betecknas I'(TM) BY

Se figur 7 for en skiss 6ver ett tvérsnitt.

T T M

Ve

B Tr —-o/\,\

Figur 7: Ett tvérsnitt, ¢, tar punkter pa M och avbildar p4d T'M, mer specifikt,
for en punkt, p € M, pa ett element i T,M C TM. Projektionen m avbildar
element ur TM pa M, mer specifikt sa avbildar den ett element, v € T, M pa
p € M, exempelvis 7 o 1)(q) = ¢q. Elementen i tangentrummen har hér ritats
som pilar, men det ar inte av stor betydelse utan ar mest till for att tydliggéra
att tangentrummen ar vektorrum snarare &n mangfalder. Till tre punkter pa
mangfalden har ritats deras respektive tangentrum som ett slags uppblésning av
punkterna sjilva, sa att det blir tydligt att hela tangentrummet ar forknippat
med punkten pa M.

Men vad trevligt, da har vi kommit ganska langt. Vi har fortfarande egentligen
inget begrepp om hur vi skulle kunna derivera dessa vektorfalt lings mangfalden
(trots att vi redan borjat tala om glatta vektorfilt) eftersom de tar vérden i
olika tangentrum for olika punkter pa méngfalden. Innan vi bérjar fundera Gver
det sa noterar vi en vektorrumliknande struktur hos dem.

Vektorfilten, som betecknas I'(T'M), bildar en modul pa ringen C*°(M). Vi
noterar att C°°(M) inte dr en kropp (med punktvis addition och multiplika-
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tion) eftersom nollskilda funktioner som vid négon punkt tar virdet 0 saknar
multiplikativ invers.

['(T M) bildar en modul med foljande operationer for 1, ¢ € T'(T'M) och f,g €
(M)

Dar vi noterar att addition och multiplikation i hogerledet sker pa ringen
C>(M). Den matematiske ldsaren noterar #ven att eftersom modulen inte &ar
6ver en divisionsring s& kan vi inte utnyttja Zorns lemma (ekvivalent med
urvalsantagandet) for att alltid ha en bas.

2.2 Kotangentknippe

P& exakt samma sétt som vi definierade fiberknippet for tangentrummen kan
vi definiera knippets dual, alltsd kotangentknippet, T* M, med sina glatta snitt
[(T*M). Dessa verkar alltsa pa de glatta snitten och avbildar dem pé glatta
skalérvirda funktioner, I'(T*M) = (T'(TM) — C*°(M)).

Mer &n s& behover inte sigas. Operationerna arvs pa samma punktvisa sitt
som for tangentknippet.

2.3 Forbindelser

Nu till fragan angéende derivator av vektorfalt. Vi kommer att anfalla det hér
problemet fran tva hall. Ett mer algebraiskt och ett geometriskt. Vi kommer
landa i att bada vigarna kréver samma extra struktur for att kunna derivera
vektorfalt.

Vad vi vill dr att kunna formulera riktningsderivator. Tangentknippet bestar
ju just av riktningar, sa en rimlig utgangspunkt ar att derivera vektorfdlt med
avseende pa vektorfalt.

Vi ténker oss att ett skalarvart félt deriveras pa oférandrat sétt, alltsd derivatan
av skaldrfaltet f med avseende pa vektorfiltet X ar X (f). For vektorfalt ar det
inte lika enkelt.

Sa smaningom vill vi ha en Leibniz produktregel fér tensorprodukten, men vi
vantar med den tills vi definierat tensorprodukt.

2.3.0 Algebraisk vig till férbindelsen

En vag for att konstruera férbindelsen ar att utga fran en 6nskelista, en desi-
derata. Utover ovanstaende fall, alltsa att skalérfilt skall reduceras till vanlig
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derivata, vill vi ha en form av Leibniz produktregel. Denna formuleras typiskt
enligt, for nagon deriveringsoperator, D.

(3) D(f-9)=D(f)-g+[-D(g)

Utover detta vill vi att den ska vara C'°°(M)-linjér i argumentet vi deriverar
med avseende pa och R-linjér i argumentet vi deriverar.

Lat oss helt enkelt latsas som att var deriveringsoperator finns och se vart det
leder. Lat oss kalla den for en kovariant derivata och beteckna den enligt Vx,
dar X &r vektorféiltet som vi deriverar med avseende pa. Vi har alltsa, enligt
var onskelista Vx f = X (f) = 20, f. Lat oss verka pa en vektor, V = V#9,,.

VxV = Vxu, (V'9,)
= X" [V, (V"0,)]
= X" [V, (V¥)D, + V'V4,0,]
= X* [0,(V*)D, + V¥V 5,0,]

Dar vi utnyttjat flera av de 6nskade egenskaperna. Den sista termen kan vi
skriva om som

(5) V¥Ve,0, =V*I?,,0,

Vi har alltsd infort en ny symbol, I'*; = dz*(Va, 03), som vi kallar for forbin-
delsekoefficienten. Denna kan alltsa betraktas som basvektorerna deriverade
med avseende pa basvektorerna. I praktiken &r det en basbytesoperator i varje
riktning. Se [A23] for en kort men tydlig beskrivning. I vart fall &r méangfalden
fyrdimensionell, s& vi har fyra basvektorer i varje tangentrum. Dessa ska ut-
tryckas som en linjirkombination av fyra baser i ett (4n sa ldnge topologiskt)
intill-liggande tangentrum. Det finns fyra sidana riktningar att ga i. Totalt
bestdms var forbindelse alltsa av 64 skaldrfunktioner.

Med en saddan kovariant derivata har vi ett sétt att derivera vektorfalt med
avseende pa vektorfalt pa ett sddant sitt att resultatet ar vektorfalt. Forsoker vi
naivt att derivera utan férbindelse s& kommer derivatan inte vara basoberoende,
och alltsa inte vara vektorfalt.

2.3.1 Geometrisk vig till forbindelsen

Lat oss nu glomma foregaende kapitel.

En annan, ekvivalent viig, gar genom geometrint. Vi forestiller oss tva punkter
pa méangfalden, p och ¢, som i en karta, z ligger vid z(p) = z* och z(q) =

TBEgentligen inte eftersom vi inte har nagon metrik s& det & meningslost att tala om geometri.
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aH + dx* (notera att detta ar koordinater i en karta och inte en kovektor). Lat
oss siga att vi kdnner till ett vektorfdlt, A pa M. Man skulle kunna ténka sig
att en metod for att rikna ut féltets virde i punkten @ till férsta ordningen
vore att derivera A i riktningen fér da* och sen multiplicera med avstandet (pa
kartan). Lat oss kalla resultatet for A(p) + dA. Da far vi

0A
— "
(6) A(p) +dA = A(p) + e dx
Ett problem med den hér naiva metoden dr att vi i uttrycket gﬁ har tagit

differensen mellan en vektor vid ¢, ndmligen A(p) + dA och en vektor vid p,

namligen A(p). Vi har inget begrepp om differenser mellan vektorer i olika tan-
0A

gentrum. Vad som skulle kunna ridda oss &r att vii 57 i stéillet tar differensen
mellan A(p) + dA och nagon annan vektor i T, M, som da far representera den
ofdrindrade vektorn efter nagot slags flytt mellan tangentrum. Lat oss kalla
detta for parallelltransport, och definiera ett recept for att parallelltranspor-
tera vektorer. Dessa blir d& per definition oférdndrade. Vi sédger att vektorn

A(p) + 8A &r parallelltransporterade vektorn av A fran T, M till T, M. Se figur
0A
OzH

8 for skiss over situationen. Vad hander med om vi 1 differenskvoten satter

in A(p) + 0A i stéllet for A(p)? Vi provar

- ’E_/V\
J= XL

‘ll
\ l! GPX'-
7;/1 s /\ &

X(P)=x*

Figur 8: Element ur 7, M kan inte jimfcras med element ur 7, M. Genom att
definiera hur en vektor, A, paralelltransporteras fran p till ¢ och blir A 4+ 0A
sa kan vi jamfora en vektor i T,M med den parallelltransporterade kusinen
till en vektor i T,M. Vi tar alltsa inte ldngre skillnaden A +dA — A = dA
som &r meningslost utan i stéllet A + dA — (A + 0A) = dA — 0A € T, M,
som &ar meningsfullt i det fall att vi &ven tydliggor ett recept for att hitta
parallelltransporterade vektorer A + §A. Ett sadant recept kallas for forbindelse.

A+dA_Adx“:%d:c“% A+dA_A_5Ada:"
dxH oxH dxH
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Vi noterar att téljaren efter transformen, dA — § A, &r en vektor eftersom den
ar differensen mellan tva vektorer i T, M.

dA — A
8 —dat
(8) T
Vi kénner i gen den forsta delen som den vanliga derivatan. Den andra termen
maste bero linjart av A och da*, och férsvinna d& négon av dem &r 0. Vi
definierar den enligt

SAV

(9) dﬂ?'u - l—wa,u,Aa

Dar vi kallar T' for forbindelsekoefficienterna. Det finns 64 av dem och de &r
skalarfunktioner.

Totalt har vi nu var kovarianta derivata, som vi ater betecknar Vx (eller i
forkortad form V,, = Vp,) i form av

dAY — §AY
daxH

0AY v o
D +17,,A

Vo, A" =
(10)

2.4 Kovariant derivata

Nu har vi tva ekvivalenta bilder av hur vi kan gora en kovariant derivata. Den
forsta grundar sig i att vi bestdmmer hur baser uttrycks i baser i intill-liggande
tangentrum. Den andra grundar sig i att vi bestdmmer oss for hur vi definierar
att en vektor flyttas oféréndrat fran ett tangentrum till ett annat. En liten
stunds funderan gor att man inser att de sdger samma sak.

Definition 17 (Forbindelse, forbindelsekoefficient)

Ett val av relation mellan topologiskt intill-liggande tangentrum, som beskriver
hur en vektor fran det ena skall tolkas i det andra, kallas for en férbindelse och
betecknas typiskt V. Den bestims entydigt av de dim(M)3 skaldrfunktionerna
I, som dr basberoende och kallas for forbindelsekoefficienter. BY

Definition 18 (Parallelltransport)
Att flytta en vektor mellan tangentrum sd att den enligt ett val av forbindel-
se dr oférdndrad kallas fér parallelltransport av vektorn med avseende pa

forbindelsen. BY

Definition 19 (Kovariant derivata)

En derivata som tar hansyn till parallelltransport med avseende pd en forbindelse,
och alltsd later tensorfilt forbli tensorfilt, kallas for kovariant derivata med
avseende pd forbindelsen. BY
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Anmdrkelse. Vi har redan sett hur kovariant derivata verkar pa skaldrfilt och
vektorfalt, men tensorfilten som ndmndes ovan kommer s& sméningom.

Anmdrkelse. Ett paralelltransporterat vektorfilt, Y, lings ett vektorfalt, X
innebar att vi har VxY = 0, vilket i den geometriska tolkningen ovan betyder
dA = 0A, och i den algebraiska tolkningen att partialderivatan kompenseras
helt av basbytesoperatorerna.

Anmdrkelse. Den som studerat algebra kan fornimma en viss relation mellan
forbindelsekoefficienter och strukturkonstanter. Detta &r inget att skimmas for,
utan ett friskhetstecken.

Hédanefter antar vi att var mangfald har en forbindelse som &nnu inte ar
specificerad. Nu har vi alltsd strukturen (M, O, A, V), dir V helt bestdms av de
dim(M)?3 = 4 = 64 skaliira funktionerna, som, givet en bas, kan uttryckas som
I, Det &r viktigt att forsta att férbindelsekoeflicienterna beror av basen och
att de inte &r en tensor. Om det framgar vilken bas som asyftas sa undertrycks
det, annars skrivs I'V, | (z) for att tydliggora att kartan x anvénts.

2.5 Kovariant derivata av kovektorfalt

Innan vi fortsétter kan vi fundera 6ver hur ett kovektorfalt deriveras kovariant.
Ett enkelt sétt att se det pa ar att betrakta den inre produkten mellan kovek-
torfaltet och ett vektorfalt. Det blir ju ett skalédrfalt, vars kovarianta derivata
bara ar den vanliga riktningsderivatan.

Tag ett kovektorfilt w € I'(T* M), och ett vektorfilt, V € I'(T'M). Deras inre
produkt (egentligen pa den héar nivan &r det bara kovektorns verkan pé vektor,
men vi kommer snart att definiera det som en inre produkt) ar ett skalarfilt,

w(V) = w,dz"V"o,
(11) =w, V"l

=w, V"

Lat oss derivera detta med avseende pé ett vektorfilt, X € T'(T'M). Resultatet
blir

ANw, V")
oxH
= X*[(0pw)VY + wy, (0,V")]

) X(@(V)) = X*

Resultatet ska bli samma som om vi anvant den kovarianta derivatan, Vx =
XMV, alltsé
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(13) XMV (@ V) = X ((VuV Y )y + VY (V)]
= XM (8, VY + 1Y,V )w, + VY (V,w,)]

Vi anvinder denna likhet for att se vad V,w, ar

14
(X)“ (0w ) VY + w, (0,V")] = X* [(0, VY + Y,V w, + VY (Vawy)] <=
(Opw)V" =17, Vew, + V¥(V,w,) <
Ouwy = F“lmwa +V,uw, =
Vuwy = 0pwy, — ', ,w

vpuro

dér vi &ndrat namn pé indices som summeras fran andra till tredje versen, sa
att divisionen med V¥ blir tydligare. Detta &r ett trick man maéaste bli bekvim
med; indices som summeras 6ver kan man &ndra hur man vill.
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3 Lektion: geodeter, torsion och matt pa krékningen

En inneboende egenskap i den allména relativitetsteorin som inte gar att komma
undan ar krokning.

3.0 Mal

Vi vill ha ett satt att hantera krokningen. Inte minst vill vi kunna reda ut vad
det betyder att en fluga flyger i en rak bana. Med ett visst val av férbindelse
betyder det samma sak som Newtons forsta lag.

Vi vill ha ett matt pa krokningen. Det visar sig att Riemann-Christoffel-
tensorn &r det vi behdver. Den berdttar hur mycket en vektor fordndras da
den parallelltransporteras med férbindelsen fran ett tangentrum till ett annat
beroende pa vilken vig mellan tangentrummens punkter som valdes.

3.1 Riemann-Christoffel-tensorn, ett matt pa
krokningen

Lat oss forestédlla oss en vektor, sdg h, vid en punkt, p. Vi ténker oss tva
olika kurvor pa M som géar mellan p och en annan punkt, q. Vad hénder om
vi parallelltransporterar vektorn langs de bada kurvorna och jamfoér de bada
resultaten i 7, M? I allménhet blir de olika. Vi vill gérna veta i vilka fall de inte
skiljer sig, en situation som kallas integrerbar eftersom vektorer da kan fas av
integralen av dess derivata langs vigen. Vi ska nu hérleda ett tillrackligt och
nodviandigt villkor for detta.

3.1.0 Geometrisk bild

Lat oss anta en krokningsfri mangfald. Da kan vi ta en vektor, h*, och smeta
ut den till ett vektorfalt genom att definiera dess virde i varje punkt som det
parallelltransporterade, alltsa enligt forbindelsen oférandrade, vardet det antar
i punkten. Med var geometriska bild av forbindelsen &r det alltsa

dh = 6h

(15) o

ox?

dz¥ = -T*_ h*dz”

Detta ska halla for varje dz¥ sa

Oh*
ox?

(16) _Fual/h’a

Vilket utgor en differentialekvation for h. Vi utnyttjar nu att de blandade
andraderivatorna kommuterar
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0?h¥ %Y

0=  Oztdz | 9z Ozt
= —6%# (Caxh™) + 55 (T” s h®)
(17) = {— ag;gk + aglj“ he — PVMZ% + r”wg%
_ {_ ag;y n ag;iu TV, _~_FVBMF/3M B
= BY, \h°

Dar vi har tagit uttrycket inom hakparenteserna och definierar det som B.
Detta &r den sa kallade Riemann-Christoffel-tensorn.

Eftersom detta skall gélla oberoende av h® sé& tar vi B = 0 som ett nédvéndigt
villkor fo6r att vigen som en vektor parallelltransporteras inte spelar nagon roll.
Detta ar vad som menas med att en mangfald ar platt. For att visa att villkoret
dven &r tillrdckligt maste vi g nagra extra steg och leka med storleksordningarna
utan att vara alltfor noggranna (fér mer grundligt och mindre skiss-artat bevis,
se exempelvis [Sch50]).

Med var ovanstaende relation kan vi uttrycka A® runt en punkt till andra
ordningens noggrannhet med avseende pa koordinatavstandet till punkten. En
integral ldngs en slinga inom ett saddant omrade kommer alltsa férsvinna till
andra ordningen sa att den bara kan vara tredje ordningen.

Om vi nu forestaller oss tvéa narliggande kurvor, C' och C’ mellan ett par punkter,
p och ¢, sa kan vi bygga upp en f6ljd av punkter langs C genom att ta ett
omrade kring p, vélja en narliggande punkt pa C' inom omradet och fortsétta sa
hela végen till g. Unionen av dessa regioner kommer déa, for vissa val av punkter
och omréaden, att innesluta aven C”.

Linjeintegralen langs C' kommer inte kunna skilja sig fran det exakt parallell-
transporterade virdet mer &n forsta ordningen. Genom att dela in omradet
mellan kurvorna C och C’ i smé segment kan vi se att integralen runt varje sddan
segmentslinga hogst ar tredje ordningen. Langs hela C’ kan virdet alltsa skilja
sig fran C hogst till andra ordningen. Pa samma sétt kan vi altsa deformera
kurvan vidare och hogst vara fel till forsta ordningen. Genom att minska dessa
omraden anldnder vi till att villkoret B = 0 &r tillrackligt fér integrerbarghet,
alltsa att vagen vi parallelltransporterar léngs inte spelar nagon roll.

3.1.1 Algebraisk bild

Vi kan pa ett ekvivalent sétt fraga oss vad skillnaden dr mellan att forst derivera
i ena riktningen och sen i andra jamfért med omvénd ordning, alltsa

(18) (VxVy = VyVx)Z
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Detta ar formen for Riemann-Christoffel-tensorn om vi har en torsionsfri férbin-
delse (mer om det senare), men mer allmént lagger vi till en torsionsberoende
term

(19) w({vXVy*VyVvaP(,y]}Z) :B(W,Z,X,Y)

Dar [X

,Y] ar en Lie-parentes, som definieras av sin verkan pa funktioner,
(X, Y](f)

=X(Y[) =Y (X)
Eller i en karta
(20)  woXPY7Z° ({VsV, =V Vs —Vig}05) = B 50 X Y7 Z°

Om vi bortser fran torsionstermen, som vi snart &nda gor oss av med, sa beréttar
B hur de kovarianta derivatorna misslyckas med att kommutera. Se figur 9 for
en skiss Gver situationen med torsionsfri forbindelse. Det &r en bra tolkning sé
vi passar pa att ga in pa torsion.

\72 f-P)z
[ ‘V

’ / X +\/ofx" ,X;DGY/JAW

Figur 9: Har behandlar vi en situation med torsionsfri férbindelse. Vi kan
betrakta kovarianta derivator langs tva vdgar som bildar en parallellogram,
och dér kanterna av parallellogrammen &r riktade langs vektorfalten X och Y.
Riemann-Christoffel-tensorns verkan beskrivs da av skillnaden mellan derivator-
na i slutpunkten, alltsd (VxVy — VyVx)Z
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3.1.2 Torsion

Torsion ar ett matt pa hur mycket de kovarianta derivatorna misslyckas med
att kommutera jamfort med de vanliga derivatorna. Notera att de vanliga
derivatorna alltid kommuterar nér de verkar pa glatta funktioner.

Definition 20 (Torsion)
En forbindelses, V, torsion dar ett (1,2)-tensorfilt, T som definieras av

T(w, X,Y) =w(VxY — VyX — [X,Y])
B¢

I en karta sa kan vi méta torsionen genom att betrakta hur mycket férbindelse-
koefficienterna skiljer sig vid byte av deras ldgre indices, g, —TI'% 5. For en
torsionsfri férbindelse dr denna skillnad 0.

3.1.3 Symmetrier hos Riemann-Christoffel-tensorn

Nu har vi ett viktigt verktyg for att studera krokning.

Definition 21 (Riemann-Christoffel-tensorn)
Den (1,3)-tensor, B, som i en kartinducerad bas uttrycks som

oI . . orv,,

Blam = =g * a2

v B v B
— ey + 17,1700
kallas for Riemann-Christoffel-tensorn. BY

Vi kan fran definitionen av B utldsa nagra symmetriegenskaper. For en d-
dimensionell mangfald har B d* frihetsgrader. Det kan snabbt bli ganska
manga. Symmetrierna studeras ldttare om vi verkar med metriken forst och far
Bag,yg = g)‘O‘B)\,B’Y(S' Vi har

Bagys = —Bapsy
Bagys = —Bgays

Bapys + Baysg + Basgy =0, (Forsta Bianchi-identiteten)
Bapys = Bysas

Dessa symmetrier tar bort en del frihetsgrader. Av de ursprungliga d* aterstar
d?(d?

bara T_l) I vart fall kommer vi ha dim(M) = 4, s& vi gar fran 256 till 20

oberoende komponenter.

TDenna definieras ibland med omvéint tecken. Den &r uppenbart antisymmetrisk i sina tva sista
indices s& med den alternativa formuleringen hade vi haft B” A
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Ytterligare en egenskap bor ndmnas

(22) veBaﬁ’yé + v'yBaﬂée + V(SBaﬂe’y =0
Detta kallas ibland for den andra Bianchi-identiteten.

3.2 Geodeter - raka kurvor

Nu nér vi har ett sétt att derivera vektorfilt langs vektorféalt och ett matt pa
krokning, s& kan vi fundera 6ver hur ett vektorfilt deriverat langs sig sjalv beter
sig. Ett specialfall ar ett vektorfilt vars derivata lings sig sjélv &r 0. Det &r
alltsa ett vektorfalt som parallelltransporteras langs sig sjélv.

Vi tar en kurva och deriverar dess hastighet ldngs dess hastighet. Om denna
derivata forsvinner Gverallt sa transporteras kurvan parallellt.

Definition 22 (Geodet, rak kurva)
En kurva, v, kallas for en geodet eller rak kurva (ibland rdit) om den uppfyller
villkoret

vvw,«,(x)v%’v(k) =0
B¢

Anmdrkelse. En kurva ar inte en méngd punkter p4 méangfalden utan &ven en
parametrisering. En omparametrisering av en kurva bevarar den geodetiska
egenskapen endast om den ar affin, A — a\ + 7. Vi aterkommer straxt till
detta.

Vi utvecklar detta i en karta och ser vart det leder.

VUW,W(A)U%W(A)

(V4ua,7"0y)

A (Va,5") 0 + 44" (Va,0v)
7 (Vo,9") 0o + 44" (1°,,,00)
= (%" +94"T%,,,) Oa

0=

Vilket vi kan skriva om som

(24) T, =

glaeld
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En viktig bit att notera hér ar att torsionsdelen av férbindelsen inte paverkar
geodeter. Symmetrin (med avseende pa forbindelsekoefficienternas ldgre indices)
i uttrycket ovan gor detta uppenbart.

3.3 Omparametrisering av geodeter

Vi maste skilja mellan kurvor dar kurvans hastighet, v, uppfyller V,v = 0 och
fallet V,v = pv, for nagon glatt funktion p : R — R. I det senare fallet ar
kurvan parallell, men inte en geodet. Vi ser att for parallella kurvor méaste
hastigheten vara proportionell mot hastighetens parallelltransporterade véarde.
For en geodet, alltsa, for en kurva, vy(\), som paralleltransporteras mellan tva
punkter, v och v + dy maste de vara lika

d’}ﬁ d’}/y ’)/K d2’}/k
25 — —I" dy* = — d\
(25) N vy 47 u(

Vi dividerar med d\ och sorterar om

d2,7/$

dy” dy* 1 —pdy”®
e

26 A
(26) VRN dA dx  dA

+I"

Om det hér skall vara riktigt kan inte p skilja sig fran 1 med mer &n ordningen
dX. Vi kan ersdtta p med 1 i vénsterledet. I hogerledet far vi lata p bero av A,
s& vi skriver om enligt

(27) 1— u(\) = B(\)dA
Da har vi

2K v m K
(28) d Y + re d’Y d’Y — @ d'y

d\2 VAN d\ ()d/\

Lat oss fundera 6ver hur den hér ekvationen beror av en omparametrisering,
A — s(A\). Vi far
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K Vg K
7 [ s s = e
<~
. 2.5 v K
(29) 5‘?8 +s'2dd; —i—F“wé%éﬁ—: - @(A)sddl
—
d?~" . Ay dyr ®s—5dy”
ds? vids ds | 2 ds

Om detta skall uppfylla den geodetiska ekvationen s maste

d2,.yn . d’)/y d’YJ 0

(30)
ds? YE ds ds

gélla. Villkoret for det &r ®s — § = 0. Detta har den allména I6sningen

A
(31) 5 — /ef* du®(u) g\

Med andra ord &r det bara affina transformer, alltsa dem av typen s — as + b,
som bevarar den geodetiska egenskapen.

3.4 Metrik langs geodeter

En liten sista grej vi kan notera innan vi gar vidare ar att geodeterna inducerar
en metrik langs sig. Det ar alltsd meningsfullt att, med noga hénsyn till paramet-
risering, méata kurvsegments liangd liangs geodeter. Det ar alltjimt meningslost
att jamfora kurvsegement for olika geodeter, &ven om de tangerar varandra.

Vi ser att % parallelltransporteras for en geodet, . Lat oss betrakta detta vid

tva punkter, (d(z:) och (’ﬁ:) , om ds ges samma varde vid bada punkterna
P q

sa giller detsamma for (dz"), och (dz"),. D& har vi att ds méter lingden
mellan tva intill-liggande punkter pa geodeten.

Vi tar integralen av kurvparametern lings en kurva som mattet.

Definition 23 (Forbindelseinducerad metrik)
En férbindelse, V, inducerar en metrik lings geodeterna. For tvda punkter, p och
q, lings en geodet, v definieras metriken sd som

dip.0) = [ dx
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eller mer konkret for p = vy(\p) och ¢ = y(N\g) far vi

A‘1
d(p.q) = | / a|
Ap
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4 Lektion: tensorer, metrik och stationira kurvor

Vi dr inte néjda med att bara ha en metrik ldngs geodeter. Vi kan ju i verklighe-
ten méita avstand mellan saker, sa det &r vél klart att rumtiden ska ha en vettig
metrik? Det &r inte s& enkelt. Om vi betraktar rumtiden som en méangfald inser
vi snart att samtidighet inte &r véldefinierat. Méatningar &r alltsa inte s& enkla.
Tar vi en linjal och méter avstandet mellan tva punkter sa dr det omojligt att
fa bada punkterna att leka snéllt. Se figur 10 for en skiss 6ver situationen. Vad
vi kan gora ar att borja i en dnde, aka kortaste vigen med ljusets hastighet
mot andra dnden, atervianda, méata hur lang tid det tog och sen dividera med
dubbla ljusets hastighet. Detta later helt efterblivet, men forsok att komma pa
nagot vettigare!

L = T |

t 1 ..

‘i h
B SO

Figur 10: Vi betraktar en linjal och vill méta dess lingd (vem méter linjalens
langd?). Vi féster en lampa i ena dnden, v, och en spegel i andra énden, «.
Expereimentet gar till s att lampan lyser mot spegeln och tiden maéts fran det
att det sdnts till det att det atervint. For tydlighets skull har varldslinjerna
fér tre punkter pa linjalen, «, 8 och =, ritats tillsammans med ljuspulsen. Det
ar meningslost att tala om négot avstand mellan linjalens dndar, men det

uppmaétta tidsintervallet, t; — ¢t dividerat med ljusets hastighet ger &nda nagot
matt.

En metrik borde alltsa vara nagot som maéter tiden det tar fér en kurva mellan
tva punkter. Det héir r alltsd en metrik med direkt fysikalisk signifikans (vilket
forvanansvirt fa saker tidigare hir har haft).
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4.0 Mal

Vi vill kunna méta storlek mellan vektorer i ett tangentrum, exempelvis for
att méta en hastighet. Strukturen vi behdver ar en metriktensor. Detta ar en
bilinjar avbildning som tar tva vektorer ur tanentrummet och avbildar pa en
skal&r.

Tensorer kan vi skapa fran vektorer och kovektorer med nagot som kallas for
den yttre produkten (forvéxla inte med kilprodukten fran Grassmann-algebra)
eller tensorprodukten. Med denna kan vi klistra ihop grundldggande linjara
avbildningar till multilinjdra avbildningar.

Nér vi har ett sétt att méta hastigheter sa kan vi definiera lingden av en kurva.
Det leder oss till verkansprincipen fran klassisk mekanik.

Genom att binda samman metriktensorn och férbindelsen kommer vi se att det
gar att stélla upp en ekvivalens mellan stationéra kurvor och raka kurvor. Da kan
vi formulera Newtons forsta lags motsvarighet i den allménda relativitetsteorin.

4.1 Tensorprodukt

Tensorer ér inte frimmande. Fréan linjar algebra (som du férmodligen larde dig
pa ett galet séitt) &r vi vana vid

* (1, 0)-tensorer som vi kallar for vektorer (viga inte siga kolonnvektor!)
0)

* (0, 0)-tensorer som vi kallar for skaléarer

*

0, 1)-tensorer som vi kallar for kovektorer (viga inte siga radvektor!)

(
(
(
(

* (1,1)-tensorer som vi kallar for linjéra operatorer, vektorrumsendomorfier

(vAga inte siga matris!)
Torsionstensorn, T, ovan ar en (1, 2)-tensor och Riemann-Christoffel-tensorn,
B, dr en (1,3)-tensor. Allmént definierar vi en tensorer som

Definition 24 (Tensor, tensorfilt)
Givet ett vektorrum sd dr en (a,b)-tensor, T, en funktion som multilinjart
avbildar a kovektorer och b vektorer pd kroppen.

I en bas skrivs T som

Tyz/a... au(g)ay@aad‘ra@dxﬁ@dxv@l

afy

med a indices uppe och b indices nedanfor.
Ett tensorfdlt dar en funktion som i varje punkt tar vdrdet av en tensor. ¥

Anmdrkelse. Multilinjar innebér linjar i varje argument.
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Anmdrkelse. Varje grad av tensorer lever i sitt eget linjara rum, sa additioner
mellan (a,b)-tensorer och (z,y)-tensorer ar meningslost for a # x eller b # y.
Exempelvis skrivs rummet (1, 1)-tensorer i punkten p lever i som T, M ® TyM,
dér vi alltsd anvander symbolen ® for olika saker. P4 samma sétt kan vi skriva
rummet dér (2, 0)-tensorfilt lever som I'(T'M) @ T'(T'M).

Detta duger inte. Vi maste &ven forklara vad ® betyder.

Definition 25 (Tensorprodukt)

Givet ett vektorrum sd definieras en tensorprodukt, ®, mellan en (a,b)-tensor,
T 5 ., och en (x,y)-tensor, S&+ . , som en bilinjir avbildning pd en
(a + x,b+y)-tensor, T ® S = W sdadan att dess komponenter blir

ddr - sker pa kroppen. DY

Vi kan utoka var definition av kovariant derivata av tensorprodukter med en
Leibniz-produktregel-liknande grej. Varje vektor-likt index kommer alltsa ge
en addition av en forbindelsekoefficient och varje kovektorlikt-index kommer
ge subtraktion av motsvarande. P& sa sétt kan vi enkelt teckna den kovarianta
derivatan for ett (a,b)-tensorfilt. Forst vanliga partialderivatan, sen a styc-
ken forbindelsekoefficienter, en for varje vektor i tensorprodukten, och sen b
subtraktioner av forbindelsekoefficienter, en for varje kovektor i tensorprodukten.

4.2 Utflykt: isdrtagbara tensorer

Varje (a, b)-tensor kan skrivas som en summa av tensorprodukter dér varje term
ar en produkt av a vektorer och b kovektorer. Om en tensor kan skrivas med
endast en sddan term kallas den for isdrtagbar, och annars for sammansatt.

Det ar viktigt att inse att detta inte dr en egenskap som beror av bas utan ar
en egenskap hos tensorn sjélv.

Inom kvantmekanik later man ofta tillstdnden representeras av tensorer, dar
isdrtagbara tillstand kallas for produkttillsténd och sammansatta tillstand kallas
for sammanflatade tillstand.

Det &r enkelt att visa att tidskomplexiteten for att finna inversen till en inver-
terbar (1,1)-tensor skalar med dess dimension upphdjt till tre. For isértagbara
fallet kommer man undan med upphdjt till tva.

4.3 Metrik

Nu ar det dags att infora ett sétt att méta saker i allmédnhet. Tyvérr kan vi
inte tala om avstand mellan punkter i mangfalden utan vi far néja oss med en
kurvbaserad metrik.
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Definition 26 (Metriktensorféltet, den musikaliska avbildningen)

En metrik, g, dr ett (0.2)-tensorfilt som dr symmetrisk, g(X,Y) = g(¥, X)
och odegenererad, alltsd den musikaliska avbildningen (ibland musikaliska
isomorfin) ska vara inverterbar. Den definieras enligt

b: T(TM) — T(T*M)

med

(X)(Y) =9(X,Y)

eller med tomt-argument-notation,

oy

Den musikaliska avbildningen och dess invers, b~! = #, anvinds flitigt for
att "héja” och ”sénka” indices, genom att relatera en vektor till en kovektor
eller tvart om genom isomorfin. Vi kan ju, mer allmént, om vi funderar 6ver
tensorprodukten dven anvinda den musikaliska avbildningen for att bilda en
isomorfi mellan (a,b)-tensorer och (a — 1,b + 1)- eller (a 4+ 1,b — 1)-tensorer
(givet att inget sinks under 0 séklart).

Notera att da vi refererar till g~! i en bas s& anviinds g*” snarare #n (g~ 1)*".

Detta &r helt av anledningen att underlatta notationen.

Exempel
Vi har

g/mngow = 5::

Denna identitet kan vi skriva om som

Gpa = gua(sz

dar vi verkar pa bada leden med inversmetriken. Utveckla detta genom att sitta
in forsta identiteten i gen

Gpa = guaguﬁgﬂy

Omformningar av det slaget kommer vara vanliga i kommande berékningar. K
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Exempel
Lat U, och T®? vara komponenterna for tva tensorer, da har vi med var notation

g"U, = U*

Dar U* ar komponenterna till den vektor som motsvarar kovektorn med kom-
ponenter U, enligt den musikaliska isomorfin. Det &r alltsd komponenterna till
en vektor, fast att U bérjade som en kovektor. Man séger att indexet har hojts.
Olyckligtvis ar det standardnotation att beteckna bada med U, och halla koll
pé om man syftar pa kovektorn eller vektorn genom att skriva ut indices.

Vi har &ven att

g#aTQB — T# B

och

gH,BTaB = Tau

som inte &r samma tensorer. Det &dr darfor viktigt att halla koll pa vilket index
man hojer eller sdnker. I fall av en symmetrisk tensor, S, kan man latta pa det
och skriva S%. e

4.4 Metrisk signatur

En (1,1)-tensor har egenvirden som inte beror av bas. En (0,2)-tensor har
inte det. I stéllet kan vi berdkna signaturen av dess kvadratiska form. Enligt
Sylvesters troghetslag sa kommer tecknet inte &ndras vid ett basbyte. For en d-
dimensionell tensor betyder det d tecken, +, - eller 0. For en odegenererad tensor
ar inget tecken 0. Om alla tecken &r samma och nollskilda kallas signaturen
fér Riemannsk. Om alla utom ett, som har omvéant tecken, &r samma kallas
signaturen for en Lorentz-metrik.

Rumtidens metrik ir en Lorentz-metrik med signaturen (+, —, —, —). Notera att
detta innebér att g(X,Y) < 0 dr mojligt. Dock har vi séklart att g(X,Y) =0
for alla X innebér att Y = 0 (odegenererad).

Nu kan vi alltsé ldgga en metrik till var struktur for rumtiden, (M, O, A, V, g).

4.5 Ljuskoner
Vi anvander kurvor for att beskriva rorelser i rumtiden.

Definition 27 (Varldslinje)
En kurva genom rumtiden kallas for vdrldslinge. BY
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En varldslinje ar alltid begransad till att dess kurvsegment har positiv langd,
negativ ldngd eller lingd noll.

Definition 28 (Tidslik, ljuslik, rumslik)
En varldslinje, v, kallas for

* tidslik om g(vy,vy) > 0 ldngs hela ~y
* ljuslik om g(v,vy) =0 lings hela v

* rumslik om g(vy,vy) <0 ldngs hela y

Y

Anmdrkelse. Viss notation undetrycks ovan for ldsbarhet, ndmligen punkten for
hastigheten. Eftersom det ska gélla lings hela kurvan kan det inte missforstas.

Vi kan alltsa se att vi i varje punkt kan dela in riktningarna i tvd omraden med
en rand mellan.

Definition 29 (Ljuskon)

Manglden av vektorer, v, i T,M med g(v,v) > 0, kallas for ljuskonens in-
nanddéme i punkten p. Vektorerna med g(v,v) = 0 kallas for ljuskonens rand.
Resten av vektorerna sdgs ligga utanfor ljuskonen. Y

Anmdrkelse. Namnet kommer ifran speciell relativitetsteori dér vi inte har nagon
krokning sa vi kan sétta metriken till do* ® da¥ 6%, sa att avstandet mellan
tva punkter blir At2 — Az?. Detta innebér att ljuskonerna bildar geometriska
4-koner. I speciell relativitetsteori kan vi vélja koordinater sa att konerna ser

likadana ut i varje punkt.

Se figur 11 for en skiss av en tidslik kurva i tva-dimensionell Minkowski-metrik,
g=dtdt —dzr R dz.

Nu har vi alltsa tre kategorier av kurvor. Vi ser dock, till var forvaning, att en
tidslik kurva ar tidslik &ven om den genoml6ps i motsatt riktning. Det kénns ju
inte s dar superbra for tiden verkar ju ha en riktning.

4.6 Tidsriktning

Vi vill definiera en riktning for tiden. Det gar tyvérr inte att géra pa ett snyggare
sitt dn att betrakta verkligheten och vélja en riktning som passar det vi ser.

Definition 30 (Tidsriktning)
En tidsrikining, T, dr ett val av glatt vektorfdlt sadant att det inte forsvinner
nagonstans och g(T,T) > 0 dverallt. Y

Anmdrkelse. Den forsta egenskapen &ar bevarad oOverallt eftersom det &r en
tensor.
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Figur 11: En tidslik kurva i tva-dimensionell Minkowski-metrik, g = dt ® dt —
dr ® dx. Langs kurvan har tre punkter valts och ljuskoner har ritats fran dem.
Notera hur hela kurvan alltid ligger innanfor ljuskoner som utgéar fran punkter
pa kurvan. Ett ekvivalent sitt att uttrycka det pa ar att kurvans lutning alltid
dr mindre dn 1 och stérre an —1. Det ar viktigt att poangtera att dven om
ljuskonerna hér dr inritade i koordinatsystemet sa hor de till tangentrummen i
varje punkt.

Anmdrkelse. Eftersom vektorfiltet ar glatt och aldrig 0 s& kommer det aldrig
kunna byta mantel av ljuskonen utan kommer halla sig i ena 6verallt.

Postulat 0
Tiden har en riktning och den kan beskrivas med en tidsriktning. DY

Hédanefter menar vi med tidslik kurva underforstatt en tidslik kurva som gar
framat i tiden, alltsa g(v,,T) > 0.

Nu ar vi néstan klara med strukturen vi behover till rumtiden. Vi har

(32) (M,0,A,V,9,T)

Vi vill emellertid férena den nya strukturen, g, med var tidigare, av V inducerade,
etablerade metrik lings geodeter.
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4.7 Metrisk forbindelse

Véar nya metrik definierar avstand mellan punkter pa kurvor. For en tidslik
kurva kan vi tdnka oss en klocka som fardas langs den. Hur mycket tid forfluter
enligt klockan mellan tva punkter pa kurvan?

Definition 31 (Tidsintervall)
Ett tidsintervall, A7, mellan tvd punkter, v(A,) och ¥(Ag) pd en ljuslik kurva
bestims av

Aq

AT = / dA\/%(A)(%n(A)vme)
%

B

Anmdrkelse. For tydlighetens skull lade vi till punkten dér metriktensorfaltet
verkar pa hastigheterna. Detta var ju egentligen onddigt eftersom hastigheternas
punkt angavs och det dr bara véldefinierat om de &r samma. Allt sker i punkten
~v(A) for varje viirde av \ lings integralen.

Vi vill nu ha en metrik som gor att geodeterna stdmmer med metriken. Det kan
vi se pa tva satt.

4.7.0 Metrisk kompatibilitet genom parallelltransport

For att fora samman de tva metrikerna inser vi att det krvés ett forhallande
mellan metrikens komponenter, g,,,, och férbindelsekoefficienterna, I'*,,,.

Vi borjar med att stdlla upp ett tillrdckligt (men for stringt for att vara
nodvindigt) villkor, for att sedan latta pa villkoret for att gora det nédvindigt
ocksa. Ett tillréckligt villkor &r att skaldren g(A, A) = g,, A* A” bevaras oavsett
hur vi parallelltransporterar A.

Lat A vara en affin parameter for en geodet. D& har vi att skaléren g, %" (\)3" (\)
bevaras da hastigheten paralelltransporteras ldngs geodeten. Genom att skala
om A med en affin transform kan vi fa lingden pa varje segment pa kurvan att
stdmma. Detta kan vi gora pa varje kurva, sa det ar ett tillréckligt villkor.

Om vi nu i stéllet tdnker oss att detta skall géilla for invarianter i allménhet
och inte bara lings geodeter sa kan vi stélla villkoret pa g att den &verallt
parallelltransporteras till sig sjdlv, alltsa att

0= vag;w

_ 9w

(33)
- 81’70‘ - gﬁVFBuoz - g#ﬁrﬂua

For att gora detta tillrdckliga villkor till ett nédvandigt tar vi vad som ser
ut som en liten omvag. Forst betraktar vi de cykliska permutationerna av
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vart uttryck, sen multiplicerar vi dem med en faktor, som vi skriver intill, och
slutligen lagger vi dem samman.

Guv 8 8
a? - gﬁUF po gM,BF vao _5
(34) (W= v,v— a,a— p),

— o,V = o=V,
w K

N~ DN —

Da far vi

oL (3gm ap 3gw> B
(35) 2 \ Ozt ox? Ox® )

1 1
o 590‘5 (Fﬂlm + FBW) + 595# (Fﬂua - Fﬁau) + ggﬁu (Fﬂ#a - Fﬁa#)

Hér noterar vi att de tva sista termerna &r 0 for en torsionsfri férbindelse forty
%5, =T 5. Viinfor den inversa metriken, g1, definierad av att g=' o g = id,
eller i en karta (g~ 1)#?g,, = §*. Da missforstand ej kan ske skriver vi helt enkelt
(g~hHm = g*¥. D4 infér vi dven for den symmetriska, den antisymmetriska och
den forsta delen av uttrycket ovan

—7— 1
Fﬁl’a = 5 (Fﬂva + Fﬁau)
—_— 1
(36) I = 3 (T8, —T%)
v 1 995y |, 99 995
T — QY o oY o
pr = oY (&va T B0 T B

Da kan vi slutligen skriva var sokta forbindelsekoefficient, som &r kompatibel
med metriken, som

1 - — - — =
(37) D%, =T%, = 59°798T 10 = 597797517 55 +T%,

Det héar &r alltsa svaret pa fragan vilka forbindelser som parallelltransporterar
g till sig sjalv. Notera att allt efter den forsta termen &r antisymmetriskt, och
alltsd utgor torsionstermer till forbindelsen. Den enda symmetriska forbindelsen
ar alltsa forsta termen.

Vad vi kan léra oss av det ar att torsionen inte paverkar den metriska kompati-
biliteten. Detta kommer aterspeglas i var nésta metod.
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For enkelhetens skull véljer vi hddanefter torsionsfria férbindelser och tar den
symmetriska

yoo_ 1 998y |, 990y  99ps
@ — Y 2l o
(38) s 29 <8x0’ + OxP oY

som den metrikinducerade forbindelsen.

4.7.1 Metrisk kompatibilitet med stationira kurvor

En kropp forblir i vila, eller i roérelse vid en konstant fart i en rak linje,
férutom om det pa den verkas med en kraft.

Isaac Newton, 6versatt fran latin

Newton hade rétt i sin formulering men menade fel. Nyckeln ligger i ordet rak
linje. Vi vet vad det &r, Newton visste inte.

Vi ska nu hérleda villkoret for en metriskt kompatibel forbindelse pé ett annat,
ekvivalent, vis, ndmligen genom att anvdnda variationsanalys.

Definition 32 (Lingd av kurva, stationir kurva)
En kurva, v, kallas for en stationdr kurva om variationen, S, av dess lingd

Aq
§= / A/ 9500 (B30 P2 0)
A

P

ar 0. B¢

Anmdrkelse. Notera att variationen maste ske pa kart-niva eftersom addition
av punkter pa méangfalden, och ddrmed variationer av kurvor dr meningslost.
Det gar dock att gora koordinatoberoende genom att inte vélja specifik karta,
utan fora argumentet oberoende av karta.

Med variationsanalysens sprakbruk vill vi allts& stilla upp en ekvationer enligt
(L kallas for lagrangianen och S kallas for verkan)

b
@) S = / AAL(N)

05=0

Detta gar att gora pa det vanliga viset, 1agg pa en storningskurva som forsvinner
i andpunkterna, derivera med avseende pa en parameter, slang allt utom linjira
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termer, partiell integration, slanga randtermer och s& vidare. Vi har redan
gjort det forut (sarskilt de som sysslat med analytisk mekanik, kvantféltteori
eller variationsanalys) och vi vet att resultatet &r Fuler-Lagranges ekvationer
(om detta &r obekant, se valfri bok om &mnet, exempelvis [Pes95], det &r en
mycket bra évning att hirleda Euler-Lagranges ekvationer). Se extralektionen
om matematisk féordjupning, kapitel 15.

Euler-Lagranges ekvationer ger oss villkoret som vi stéiller pa lagrangianen och
de lyder

Detta ser kanske jobbigt ut fér en nyborjare men vi stoppar in var lagrangian

L) = /950 (0400, Brn)

(41)
= \/900mmAan Hao)

Vi ldttar pa notationen en smula hér for att inte gora det sa jobbigt for 6gonen.
For enkelhetens skull undertrycker vi notationen som visar var faltoperatorerna
verkar

Iey(\)ur = Guv
(42) iy N
Ty 77

Nar vi anvander var lagrangian i Euler-Lagranges s& kommer vi f& manga
faktorer i derivatorna med rotuttrycket i ndmnaren. Vi forkortar det med

1 1

(43) NN

Nu &r vi redo att stoppa in i Euler-Lagranges och se vad vi far for villkor pa
var kurva. Vi borjar med det krangilgare uttrycket

o 1
= —9wY

oL 1 L1 Y 5
o (%) B 8“f9“”7 + f(guw +9%(9a)g7")

(44)
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Vi kan parametrisera om kurvan sa att g,,¥*¥” = 1, da forsvinner den forsta
termen i hogerledet ty det ar derivatan av en konstant.

Nu tar vi oss an det ldttare uttrycket

oL 1 s
(45) = 8#90437 75

oy 2

Med ovan omparametrisering blir rétterna 1 och derivatan av roten forsvinner.
Vi far totalt Euler-Lagranges ekvationer enligt:

. o 1 o
0= gy’ + 0agusy*y? — 50ngas o
(46) =

. 1 o
0=4"+g™ <aa9uﬁ - Qaugal?) 4248

Detta ar villkoret som utgér en familj av forbindelser som bevarar metriken,
alltsa som gor att stationdra kurvor &r raka. Vi véljer en torsionsfri forbin-
delse, eftersom en sadan inte paverkar geodeterna, och inser att Jng.s =
1 (8a9up + 039ua). Sitt in det si far vi

. | 1 1 N
(47) 0= 7A + gA# (2aagu6 + §8Bgua - 28u9a6> Y ’75

Allt val s& langt, men hur, mer praktiskt, laser detta ned forbindelsen till
den unika (riemmannska geometrins fundamentalsats, se exempelvis [Lee09])
forbindelse som dr kompatibel med metriken och torsionsfri? An sa linge har
vi bara ett villkor for stationdra kurvor, ingenting som relaterar dem till raka
kurvor. Vi vill ju att de ska vara samma.

Lat oss ga tillbaka till den geodetiska ekvationen, 23. Den 16d

0= (5 +4"4"T%,,) Oa

(48) A

re __ 14

VT ARy

Vi ser nu att vi omedelbart att vi har just alla ingredienser for att tillampa
detta vilkor pa ett stiligt satt. Vi far
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. 1 1 1 o
_'7)\ = g)\/t (aaguﬁ + iaﬁgua - auﬂa,@) '707,8

2 2
<
Y
~ 1 1 1
(49) _W — g>\# (26(34‘9#,3 + iaﬁg/‘a — 28“,904,6)
<

1
% = 05 (=00 + Oudva + O gay)

Vilket ar just vad vi fick med den andra metoden med.

4.7.2 Metrisk forbindelse

Vi sammanfattar. Metriken ar fysisk, given av GUd. Den ezisterar i nagon
mening. Foérbindelsen &r nagot vi sjélva infor i syfte att relatera intill-liggande
tangentrum, sa att vi kan derivera vektorfilt och parallelltransportera vektorer.

Vad vi gjort i de foregaende kapitlen ar att forstka binda samman den fysiska
metriken med var artificeilla forbindelse s& att de passar ihop fint. Vi ville att den
férbindelseinducerade metriken skall stémma med metriken, eller ekvivalent, att
raka kurvor ska vara stationédra. Detta villkor kallas for metrisk kompatibilitet.

Definition 33 (Metrisk kompatibilitet)
En forbindelse, V, pd en metrisk mangfald, (M, 0, A, g), kallas for metrisk
kompatibel om den uppfyller foljande tre ekvivalenta villkor

* V parallelltransporterar g.
* Metriken som induceras lings geodeter av V stimmer med g.

* Kurvor som dr stationdra med avseende pd g dr geodeter av V.

Férbindelserna som uppfyller dessa villkor utgor en familj av forbindelser som
skiljer sig med en antisymmetrisk tensor som kallas torsion. By

Men vad bra. Om vi nu rycker den férbindelsen som &r torsionsfri bland dem
sa ar vi klara. Den har ett speciellt namn.

Definition 34 (Levi-Civita-férbindelsen, Christoffel-symboler av det andra
slaget)

En forbindelse, V¢, pd en metrisk mangfald, (M,O), A, g), kallas for Levi-
Civita-forbindelsen om den dr

* Metriskt kompatibel, Vg =0

, e a
x Torsionsfri, I'®,, =T,
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Levi-Civita-forbindelsens koefficienter, T'®,,,, kallas ibland for Christoffel-

symboler av det andra slaget'. DY

Anmdrkelse. Enligt den riemannska geometrins fundamentalsats &r denna unik.

Anmdrkelse. Av det forsta slaget ar inte sa anvandbart s vi struntar i den
definitionen.

Anmdrkelse. Vi anvinder inte Vo utan V. Det framgar av sammanhanget
vilken forbindelse vi har. Framover kommer vi inte att vara intresserade av
andra forbindelser dn Levi-Civita-forbindelsen.

Med detta val av forbindelse dr rumtiden smatt fardig. Vi har

(50) (M,O,A,Q,VLC,T)

TDet &r inget uttryck som vi anvénder sérskilt ofta. I stéllet anvéinds det mer allména forbin-
delsekoefficient, och ldsaren far sjilv avgora nér det sammanfaller med Christoffel-symbol av andra
slaget. Det gor det d& forbindelsekoefficienten hor till Levi-Civita-forbindelsen.
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5 Lektion: integraler och densiteter

Vad dr determinanten av en (0, 2)-tensor?.
Anders

An sa linge har vi funderat 6ver kurvor pa mangfalden, men ibland vill vi mita
saker som har en utbredning, ség en tédthet, 6ver nagon region i rumtiden. Lat
oss naivt forsdka med det. Vi borjar med de vanliga integralerna vi &r vana vid.

5.0 Mal

Ibland vill vi studera nagot 6ver ett omrade. Det kan vara laddningen i en
volym eller fldet ut ur en yta. For att gora det behdver vi integraler.

Ingen vet hur man integrerar pa en mangfald, s& vi forsoker skapa ett naturligt
sitt utifran vara kunskaper om hur man integrerar éver ett euklidiskt rum med
hjélp av var atlas.

Ett problem vi snabbt stoter pa dr hur svart det ar att fa en invariant definition
av integraler. Vi behdver i synnerhet nagonting som kompenserar for Jacobi-
determinanten. Det visar sig att det gar att fa till med transformegenskaperna
hos (0, 2)-tensorer.

5.1 Integral av skalidra falt

Ség att vi vill integrera f : R — R i regionen (a,b), d& har vi

(51) |- /b dif (x)

(a;b) a

Integralen kan tolkas pa lampligt satt, typ Riemann-summa, tills vidare. Lat
oss utvidga det till ett skalirt filt, ® : R? — R. Da har vi for en ladformig
region, ) = Xd_l(au, b)

=0
bo by ba—1
(52) /q):/d.’lio/dl’l / dxd,1®($07...,l‘d,1)
Q ag ai adg—1

Om vi nu vill ha en region, {2, som inte ar ladformig sa utékar vi ovanstaende
definition till att integrera 6verallt men multiplicerar samtidigt med en indikator-
funktion, I : R? — {0,1}, s& att Io(zo,...,24-1) =1 om (z0,...,74_1) € Q
och 0 annars.
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oo

(53) /<I>:/dxo/dﬁCl.../dl’d_l(b(l'o,...,xd_l)~IQ(I0,...,:L'd_1)
Q o) [e%S)

oo

Det hér &ar ingen stilig definition men den fungerar.

5.2 Byte av variabler under integral

Nu har vi en definition av integraler att luta oss tillbaka pa. Ar dessa vilde-
finierade med avseende pé variabelbyten? Typiskt nej, inte av sig sjilva. Vi
minns fran vara kurser i analys att ett variabelbyte, ¢ = y~! oz, férindrar bade
integralens region och integranden, men mer dértill, de introducerar en sa kallad
Jacobi-determinant. For en funktion, F' : M — R, har vi med variabelbytet ¢

[Fa= [ 1@ wl (Fodw)

Q reimg (2
(54) p »()
N )
preimg(€2)
Notera var notation, det (% = det (9p(y o x~1)®). For att fa en invariant

integral behover vi att integranden motverkar Jacobi-determinanten.

5.3 Volymformer, orientering och densiteter

Ett satt vi kan kompensera Jacobi-determinanten pa &r att multicplicera med
en faktor som transformerar pa motsatt sitt vid ett variabelbyte. Vi kommer
inte att harleda en sadan faktor utan i stéllet ta en och se att den fungerar.
Den som &r mer intressead av sddant kan ldsa om volymformer i exempelvis
[Lee09] eller [Hail8]. Med ett val av volymform kan man orientera en mangfald.
Om inget val kan goras &r det inte en orienterbar mangfald och darmed gar det
inte att integrera Gver den.t

Lat oss borja med att betrakta hur en (0, 2)-tensor, A, beter sig vid ett basbyte

oy~ OyP
(55) A;w(x) = W@ aﬁ(y)
Kan vi utnyttja detta? Ja kanske, om vi kan ta hyperdeterminanten av det sa
kanske vi kan fa nagot som kompenserar Jacobi-determinanten. Om hyperde-
terminanter inte &r bekant s& &r det inget att skdmmas for. Information finns i

[Gel94].

tSe Mébius-band och Klein-flaskor for exempel pa oorienterbara mangfalder.
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Definition 35 (Levi-Civita-symbolen)
Tecknet (pariteten) av en permutation, o € Sy,

o(1)...0(

€ N) = sgn(o)

kallas for Levi-Civita-symbolen. Y

Anmidrkelse. Vi skriver indices uppe och nere vid € utan att det spelar nagon
roll. Det enda viktiga ar att vi haller koll pa ordningen om vi blandar nere och

uppe.

Definition 36 (Hyperdeterminant)
Hyperdeteminanten av en multilinjar avbildning, alltsé en (r,s)-tensor, T,
over ett d-dimensionellt linjart rum betecknas det (T') och fis enligt

—~ 1 1 d 1 d
det (T) = Eﬁal(l)“.ad(l) - Eal(s)‘__ad(,r.)ﬁb (1)---b%(1) . Eb ()--b%(s).

.Tal(l).“al(s) Tad(l)...ad(s)

bL(1).bl(r) " b (1)...b4(r)

o

Anmdrkelse. Hyperdeterminanten reducerar till den gamla vanliga kdnda deter-
minanten for fallet (1, 1)-tensorer.

Det dér ser inte direkt sa dar superkul ut. Vi tar ett exempel. Betrakta en
4-dimensionell (0, 2)-tensor, g. Da far vi

— 1
(56) det (g) = 5euypgeaﬁyéguaguﬁgp'ygaé

Det ser inte sa jobbigt ut. Vad vi nu behover dr att veta vad hyperdeteminanten
av en sammanséttning av tensorer dr. Vi dr vana, fran vanliga determinanter,
att

(57) det(A o B) = det(A) - det(b)

Vi har i vart fall gzz %Aaﬁ och vill rdkna ut determinanten av deras samman-
sittning. Vi har alltsa tva (1, 1)-tensorer och en (0, 2)-tensor, alla av dimension
d. Lat oss for enkelhetens skull kalla de tva forsta tensorerna for A respektive

B. Da har vi att hyperdeterminanternas produkt &r

TSy #r den dndliga symmetriska gruppen, som innehaller alla n! mojliga permutationer av N
objekt.
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det (A) - det (B) - det (A)

1 d 1 d
pnoepn pa «
€ql . od€ A% p A

=i -
1

(58) 'EEBIWBdEVl'”VdBBlVl Bﬁid
1

-Eeﬁl“ﬂdealmadl\alﬁl ce Aadﬁd

Nu kan vi utnyttja att EBIH.[gdﬁﬂl"“ﬁd = d!, for att kombinera tva par av e-
faktorer och pa sé sétt fa bort tva faktorer d! ur ndmnaren. Resutatet blir

—~ —~ —~ 1
det (A) - det (B) - det (A) = ae'/“-y“‘eﬂlw#d.
A% B Ngigr . A B A gag

= det (A%B Aag)

Vi fick alltsa precis det vi ville. Hyperdeterminanten av vart uttryck ar alltsa

2 (107 (2°) ) () ()
det([ax“] (&r’/)AO"B)_det( . det . det (A)

oy 2 ~
=det | == | det(A
(5) @
dér vi utnyttjat att hyperdeterminanten reducerar till vanlig determinant for

— — 2
(1,1)-tensorer. Sa vi har det (A(z)) = det (A(y)) det (%) . Det &r néstan vad
vi ville ha. Vi tar kvadratroten ur uttrycket och far

(61) ot (o)) = faet 52 )| Gt )

Det ar precis vad vi vill ha. Vi sétter in en san faktor i var integral (ekvation
54) och far

det @D' det (A(y)) det (gz) (Fog)(y)

_ / g{dt(gyﬂ det (A(y))(F o 6)(y)

preimg ()

(62)
[Vata@re = [
Q

preimg ()
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Det enda som aterstar &r termen sgn [det (g—;)} Den kan vi egentligen inte

gbra nagot at. I stéllet 16ser vi det problemet pa ett annat sétt.

Ett sétt vi kan 16sa det pa adr genom att begrénsa var atlas sa att alla varia-
belbyten, alltsa funktioner pa formen g o z~!, har positiv Jacobi-determinant,

det (%) > 0.

Definition 37 (Orienterad atlas)
En delatlas (en atlas vars element dr i en atlas) AT C A kallas fér en orien-
terad atlas om varje variabelbytesfunktion, y oz~ i den har positiv Jacobi-

determinant,
dy
det | == 0
€ ( 8z> >

Anmdrkelse. Det finns ingen anledning att anta att en mangfald &r orienterbar.
Det ar en inneboende egenskap. For nyfiken lasare finns gott om exemplares
pa oorienterbara mangfalder, typ Mdbius-band och liknande, se exempelvis
[Lee09].

oy

Med ett sadant objekt kan vi alltséd bygga en invariant integral. Detta kan vi
gora genom att ldgga den som faktor till integranden.

Vi kan vilja vilken (0, 2)-tensor som vi vill for att definiera den invarianta

integralen. Lat oss gora ett val. Ma metriken, g, vara objektet utifran vilket vi
definierar var invarianta integral.

Definition 38 (Densitet)
En integrand, 1/ det (9)F, som dr invariant under variabelbyten,

/ddx\/MF(x): /ddy\/mF(y)

z(€2) y()

kallas for densitet. Y

Hédanefter begrénsar vi var atlas till en orienterad atlas.

Det har &r sista strukturen vi lagger till rumtiden, som nu ar

(63) (MaO7ATaVLCag7T)
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5.4 Integral 6ver en kartdoméan

Lat oss se om vara integraler ar véldefinierade. Vi provar helt enkelt ett va-
riabelbyte. Vi borjar med en karta, (U,y) € AT, och integrerar en funktion,
f+ M — R 6ver den. Vi skriver

(64) / /= / a5/ et (9 (8)
U

y(U)

Dér vi for tydlighetens skull valt att beteckna kartans koordinater med (3 &ven
om det vanliga hade varit att anvénda y. Hur beter den sig under variabelbyte?

/ d?8\/det (9(y)) f) (B) =

y(U)

. et (52) | e/t oo et (57

Men vi vet ju, med var orienterade atlas att beloppstecknen inte spelar nagon
roll s& Jacobi-determinanterna tar ut varandra,

/ d%a

z(U)

det (gi)‘ \/Mfu) (a) det (gij) =
= / ddamf(x)(a)

z(U)

En sddan integral &ar alltsa invariant under variabelbyten.

I fortséttningen definierar vi integraler 6ver en kartregion, €2, pa rumtiden enligt

(67) /f: / 654‘3‘\/01/@\t (9w (@71 (@))) fay (@)
Q

Ofta gors forkortningen /—g = 1/ det (g). Denna &r mycket vanlig i litteraturen
men vi kommer inte att anvinda den.

Dar vi gjort det tydligt vilken karta som de olika sakerna &r representerade i.
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5.5 Integral 6ver hela mangfalden

For att integrera 6ver hela mangfalden anvinder vi en enhetspartition, vilket
mangfalden tillater om den &r (tillrackligt villkor) parakompakt, vilket var
struktur &r om vi inte véljer ndgon extremt exotisk topologi. Med en saddan
partition viktar vi integranden i kartoverlappsregionerna och integrerar Gver
alla kartregioner.

Vi har nu natt vart forsta mal (och kanske dven passerat det), vilket var att
beskriva kurvor i rumtiden.

Hér avslutas forsta delen av denna kurs, i vilken det nédvandiga matematiska
ramverket byggts.

49



II: Fysik
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6 Lektion: materia och rorelseméngd

Har inleds den andra delen av kursen, i vilken den allména relativitetsteorin
formuleras.

6.0 Mal

Nu nir rumtiden ar definierad med allt maskineri s vander vi blicken mot det
som fyller den.

Vi vill ha en struktur for att beskriva materia, rérelsemdngd och liknande.
Objektet som vi behdver dr SEM-tensorn, som vi hdrleder av symmetri-argument
fran Noethers sats.

6.1 Aterblick dver strukturen

Vi har nu en rumtidsstruktur

(68) (M,0,A",V1c,9.T)

Lat oss ga igenom varje del innan vi fortsétter.

Vi har altsa en fyrdimensionell mangfald med en orienterad glatt atlas. Det
tillater oss att derivera och integrera Gver méangfalden.

Vi har en forbindelse som tillater oss att definiera parallelltransport av vektorer
och derivera vektorfalt 1angs vektorfalt.

Vi har en metrik med Lorentz-signatur (+, —, —, —).

Metriken som tillater oss att méta avstand inom tangentrummen, vilket vi kan
anvianda for att méta langd av kurvor.

Var forbindelse dr kompatibel med metriken s& att raka kurvor ar stationéra.

Slutligen har vi valt en tidsriktning, sa att vi kan séga om en tidslik kurva &r
riktad framéat eller bakat i tiden.

6.2 Energi och rorelsemangd

Energi och rorelseméngd kan bakas ihop till en (0,2)-tensor som kallas for
SEM-tensorn (stress — energy — momentum), eller ibland litet slarvigt for
rorelsemdngds-tensorn. Den innehaller information om energitdtheten, rorelse-
méngdstatheten och flodet av rorelsemangd. Vi vill binda samman den med
rumtiden pa nagot sétt.

Definition 39 (SEM-tensorn)
Den symmetriska (0,2)-tensor, T, som i varje punkt berattar (i,j € {1,2,3})
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* Too — hur stor energitithet
* To; = Tjo — hur stor rérelsemdngd, alltsa energifiéde
* Ty = Tjs,1 # j — hur stort flode av rorelsemdngd

* Ty — hur stort tryck

som finns i den punkten av rumtiden kallas for SEM-tensorn. Den definieras
formellt for nagon materieteori med lagrangian, L,, av

9 0Ly,

e = g

+ guvLm
B

Anmdrkelse. Olyckligtvis har vi redan anvéant T for att definiera tidsriktningen.
De &r dock tva helt skilda storheter. Tidsriktningen &r en (1,0)-tensor och
SEM-tensorn en (0, 2)-tensor, s& det ska inte kunna ske nagra missforstand.

Anmdrkelse. Ofta skrivs energin som E = Ty, rorelseméngden som p; = Tp;
och trycket som P; = T};. De bildar emellertid en tensor som transformerar
som en tensor.

Anmdrkelse. Denna definition kan tyckas mycket formell. I praktiken kommer
vi oftare ansétta tryck och rorelseméngd. Fordelen med ovan definition &r att
det gar att stoppa in vilken teori som helst.

Exempel
For Klein-Gordon-teori har vi ett skaldrt falt, ®. D& har vi

1 1
EKG = *aﬂ@a“@ - fm2<I>2
2 2
Denna teori beskriver skaldra oladdade partiklar. Det ar alltsa partiklar utan
elektrisk laddning eller spinn. Y

Exempel
For Dirac-teori har vi ett spinor-falt, ¥. D& har vi

Lpirac = V(iv" 9, — m)¥

Dir ¥ = U0 &r den flippade adjunkten till ¥ och v #r operatorer som
genererar Cl; 3(R).

Denna teori beskriver laddade partiklar med spinn % Exempel pa sddana
partiklar &r elektroner. BY

Vi aterkommer straxt till denna tensor. P4 samma sdtt som massa utgor
kélltermen i Newtons teori, eller strommen i Maxwells teori, s& utgor 7).,
kalltermen i Einsteins teori.
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6.3 Massa

Vid varje tid ar nettokraften pa en kropp lika med kroppens
acceleration multiplicerad med dess massa eller, ekvivalent,
férandringshastigheten for dess rorelseméngd.

Isaac Newton, Gversatt fran latin

Newton beskrev massan som ett slags troghet som gor det svarare, som i att
det krévs mer kraft, for att accelerera nagot som ar tungt.

Newtons gravitationsteori satte dven massan som killan till gravitationskraften.
Detta fungerar val i vissa sammanhang, men vi maste modifiera det litet sa
sméaningom.

Massa &r inte sa latt att forsta, men mycket viktigt. Massan ar en skaldr som
vi kan bilda fran SEM-tensorn tack vare var nya metod for integraler.

Definition 40 (Masstéthet, massa)

Den inre produkten av den vektordel av SEM-tensorn som innehdller infor-
mation om energitdthet och rorelsemdngdstithet, Ty, , med sig sjdlv, bildat av
inversmetriken, g"”, alltsd

9 ToaTop

kallas for kvadraten av masstdtheten och dr alltsa ett matt pa en skaldr storhet.

For en partikel, alltsa en kropp som existerar i en hdndelse, dr kvadraten av
massan skaldren

m? = g*’paps

ddr p,, dr partikelns rorelsemdngd, med den nollte termen dess energi.t BY
Anmdrkelse. Varning, det &r ldtt att missta energitéitheten for masstatheten.

Anmdrkelse. En uppmérksam ldsare kan se att rorelseméngden bildar enmant-
lade hyperboloider (givet antagandet att massan dr positiv). Dessa spelar
mycket stor roll i kvantfiltteorier, se exempelvis Ké&llén-Lehmans spektral-
representation.

Nu kommer vi till tva viktiga postulat.

TVi ser att om partikeln ir i vila, s& forsvinner rérelseméngdens rumsliga termer. Situationen
reducerar da ned till (p°)2 = m?2, och vi minns att nollte termen #r energin. Da kan vi skriva om
det som E? = m?, och med krav pa positiv massa, £ = m. Om vi aterinfér ljusets hastighet star
det E = mc?, vilket fir en av Einsteins mest kiinda ekvationer.
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Postulat 1
Massiva partiklar foljer tidslika kurvor. Dessa dr geodeter om de inte utsdtts for

andra krafter. Y
Postulat 2
Masslésa partiklar foljer ljuslika geodeter. BY

Anmdrkelse. Partiklar som hade foljt rumslika banor kallas for tachyoner, men
inga sadana har observerats eller ar del av nagon etablerad modell.

6.4 Verkansprincipen och Noethers sats

Jag ser inte att kandidatens kon ar ett argument mot henne... trots

allt &r vi ett universitet, inte ett badhus.

David Hilbert angaende anstillandet av Emmy Noether som professor
pa Universitetet i Gottingen, 6versatt fran tyska

Vi har redan stott pa verkansprincipen da vi utredde vad stationdra kurvor
hade for betydelse och for att binda samman dem med geodeter. D& hade vi en
verkan, S, som var integralen Gver en lagrangian, £. Var lagrangian i det fallet

var /g AP

Postulat 3 (Verkansprincipen)
En teori med verkan, S, uppfyller

05 =0
e

Verkansprincipen ar central fér alla moderna fysikaliska teorier (allmén re-
lativitet [uppenbarligen|, kvantfiltteori, strang-teori, m-teori, supersymmetri

&sv.).

En stor férdel med verkansprincipen ar att verkan for ett sammansatt system
dr summan av deras verkan, eventuellt med en tillagsterm om de interagerar.

Exempel (Kvantelektrodynamik)

I kvantelektrodynamiken har vi en verkan for elektronen, en verkan for det
elektromagnetiska féltet (fotonen) och en term for deras véxelverkan. Sgpp =
Se + 8y + Sinteraction- Vi kan skriva teorins lagrangian som (ordningen av
termerna dr bevarad)

1 — . .
Loep = _ZFWFW + Y (ivH0, —m)y —ej A,

Dar F ar tensorn som beskriver det elektromagnetiska féltet. ¢ dr en spinor
som beskriver elektronen, 7 dr den imaginéra enheten, v*, ar ett antal linjdra
operatorer som genererar Clifford-algebran Cl; 3(R), m &r elektronens massa (se
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ovan for definition av massa av partikel), e &r elementarladdningen®, j# &r den

elektriska strommen, j# = ¥y*1, (nollte komponenten &r laddningstéitheten)
och A, ar den elektromagnetiska potentialen.

Lagrangianen &r uppbyggd av tre termer. Forst en som beskriver det elektro-
magnetiska faltet, sen en som beskriver materiafiltet for Dirac-partiklar och till
sist en term for interaktion mellan Dirac-partiklar och det elektromagnetiska
faltet.

Notera att denna lagrangian ligger till grund for hela kvantelektrodynamiken.

e

En till fordel med verkansprincipen &r att symmetrier tydligt framtrider. Emmy
Noether formulerade en gang en sats som informellt brukar formuleras: "Till
varje kontinuerlig symmetri som genereras av en lokal verkan sa finns det en
bevarad strom och vice versa.”

Definition 41 (Bevarad strom)
Ett vektorfdlt, j#0,, dr bevarat om det dr divergensfritt, alltsa i en karta skall
komponenterna uppfylla

Oug" =

Den kovarianta varianten byter partialderivatan mot kovariant derivata, V ,j* =

0. s

Det visar sig att SEM-tensorn dr en sadan bevarad strom. Men till vilken
symmetri?

6.5 Hairledning av SEM-tensorn givet en teoris
symmetri

Lat oss nu hirleda SEM-tensorn ur symmetrier till en teori utan krékning
(med blir for krangligt just nu). Lat oss alltsa latsas att vi har en lagrangian,
L(®g,0,P,,x"), som alltsé beror av ett géng skalédrfalt, ®,, deras derivator
och koordinaterna (det hér dr en typisk situation och mdjligtvis den enda som
uppkommer i naturen). Vi undersoker vad som hénder om vi varierar positionen
litet (bara forsta ordningen behdver tas hdnsyn till).

(69) at — 't =gt — et

Faltet kommer da variera enligt

TEn elektrons laddning, forviixla e¢j med Eulers tal, e = exp(1).
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@) (a#) = By (a + ")

(70) = By () + 70, By (a)

Notera filtets transform (vanligt misstag dr att sitta * — * som argument).
Lagrangianen transformeras enligt

L(z'™) = L(x" + M)

(71 = L(z") + "8, L(z")

Om teorin ska vara oféréndrad, alltsa att lagrangianen &r translationssymmet-
risk, sa ska Euler-Lagrange-ekvationerna vara oférandrade. Det ger villkoret att
foljande strom bevaras,

oL
JT— "
(72) Ju (0,y) 0,9, — 0L L

Vi kénner i gen detta som SEM-tensorn for teorin, T}, = guajy . SEM-tensorn
ar alltsa en bevarad strom, som kommer av symmetri med avseende pa transla-
tioner.

Eftersom det &r en bevarad strém géller 0#T},, = 0 och i var teori kommer den
kovarianta versionen gélla, V#T),, = 0. Notera notationen V* = V,g"*.

For en mer grundlig genomgang av Noethers sats, se nagon bra bok om klassisk
faltteori eller kvantfiltteori, exempelvis [Pes95]. Vi gar ocksa igenom det mer
grundligt i extrlektionen om matematisk férdjupning, kapitel 15.
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7 Lektion: allmén relativitetsteori

Rumtiden anger for materia hur den skall rora sig; materia anger for
rumtiden hur den skall bdja sig.

John Wheeler, 6versatt fran engelska

Nu har vi den sista ingrediensen for att formulera Einsteins allména relativi-
tetsteori, ndmligen killtermen 7),,.

Teorin sammanfattas i Einsteins faltekvationer. Det finns flera satt att harleda
dem.

7.0 Mal

Det slutgiltiga malet ar nu i sikte. Vi vill ha en ekvation som relaterar rumtidens
form med materien i den.

Vi borjar med en felaktig ansats och gar sedan pé en korrekt ansats. Ekvationerna
fas ur variationsprincipen for stationir verkan med ett matt pa krokning som
lagrangian.

7.1 Forsta ansats

Teorin skall reduceras till Newtons teori f6r orelativistiska sammanhang. Sa som
Newtons teori formulerades av Poisson sa &r laplacianen av en skaldrpotential
proportionell mot masstatheten,

(73) AD =47rGpNp

Dar ® &r gravitationens skaldrpotential, G dr Newtons gravitationskonstant
som relaterar massa till kraft och p masstatheten.

Tanken med allmén relativitet &r att relatera rumtidens form till férdelningen
av energi och rorelseméngd.

Vi har redan ett matt pa krokning i Riemann-Christoffel-tensorn B. Den har
4 indices (en (1, 3)-tensor) men T har bara tva (en (0, 2)-tensor). De &r alltsa
tensorfilt av olika rang. Kan vi bilda nagon (0, 2)-tensor av B? Svaret &r
lyckligtvis ja.

Definition 42 (Ricci-tensorn)
Kontraktionen av Riemann-Christoffel-tensorn B enligt!

TDenna definieras ibland som Ruy = B%,,. Eftersom B ér antisymmetrisk i sina tvé sista
indices sa &dr det bara teckenskillnad.
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BOC

pav

dr en (0,2)-tensor som kallas for Ricci-tensorn och betecknas Ry, . Y

Ar vi klara da? Kan relationen mellan materia och rumtiden vara s& enkel som

(74) R/w =T

Svaret ar dessvérre nej.
Det var faktiskt en saddan relation som Einstein sjalv stéllde upp ar 1912 e.Kr.

Ett enkelt sétt att se att detta inte duger ar att fundera pa om bada leden &r
bevarade. Vi vet ju redan att hogerledet &r det, ty den kommer av en symmetri
och &r saledes en konserverad strom, V#T),,, = 0. Vénsterledet ddremot uppfyller
inte det villkoret utan vi har V¥R, # 0 i allménhet.

Denna matetmatiska omdjlighet gar inte riktigt att argumentera bort pa nagot
satt.

7.2 Hilberts ansats

Tre ar senare kom Einstein pa faltekvationernas korrekta form. Hans resonemang
ar krangliga och kanske kan vi ta dem nagon gang.

Straxt fore hade han presenterat sina forsok pa en konferens dar David Hilbert
nérvarade. Det resulterade i en matematisk kapplopning som Hilbert tyvérr
forlorade med nagra veckor. Anmérkningsvért var Einsteins och Hilberts metoder
helt olika fran varandra. Vi ska nu f6lja Hilberts metod.

Hilbert forsokte harleda faltekvationerna fran verkansprincipen. Han ansatte
den enklaste mdjliga verkan han kunde.

Definition 43 (Ricci-skalér)
Den skaldra storhet som bildas av kontraktionen av Ricci-tensorn, R, , enligt

R,,g""

pv

ddar g"v dr inversmetriken, kallas for Ricci-skaldren och betecknas R. Y

Anmdrkelse. Olyckligtvis anvinds samma tecken for Ricci-skaldren som for Ricci-
tensorn. Eftersom den férsta dr en (0,0)-tensor och den andra en (0, 2)-tensor
s& ska emellertid inga missforstand kunna ske.
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Hilberts ansats var helt enkelt

(75) Sulgl = /R

Ricci-skaldren skall alltsa vara stationér med avseende pa variation av metriken.

7.3 Variation av Hilberts verkan

Till att borja med skriver vi om det som en densitet och i en bas

Sula = [ R
M
~ [ V&t o) Ruws™
M

Vi varierar detta och undersoker villkoret for att verkan skall vara stationir

0= 5SH[g]
(77) _ / (6\/@9”"&” + \/@59””3,“/ + \/@9“”5RMV>
M

Vi tar det term f6r term, variationen av determinanten av g, variationen av
invers-metriken och variationen av Ricci-tensorn. Vi borjar med variationen av

det (g9)- Vi har

— 94/ det (g)
oy det (9) = ———0g9u

Gy
(78) i -
1 Odet (9)5
= - — 9uv
21 /det (g) P9

Vi har flyttat problemet till den inre derivatan, %t(g). Denna ar inte helt 14tt,

sa vi gar tillbaka till definitionen av det (g), se definition 36, och féréndrar den
enligt
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—

1
det (g) = Edwpoﬁaﬂ’yég,uaguﬂgmga5

1
(79) = EGMVPUe(Xﬁ’Y(;gHV(S;gVngwgJé

1 v §
= *'GM Pa P Juv9apYpvyY9os

dér vi utnyttjat g, = 659, - Nu kan vi enkelt rdkna ut derivatan med avseende
Pa guv

ddet g 1
dg ( ) = EGMUPUGaﬂ’yégaﬁgpwgaé
v :
80 1
( ) = IEMVPUEaﬂwsguyguaguﬁgp“/gaé
= g"det (g)

dar vi anvint gog = 98045 = 9.89"" gua- Resultatet liknar det vi &r vana vid
fran en den vanliga definitionen av determinant.

Om vi stoppar in det i var variation far vi slutligen

1 Odet
S L (9) S
(81) 2y/det (g) I

1 —
= —5/det (9)9"" 09

Nésta variation ar dg*”. For denna utnyttjar vi

(82) 9" gar = 0}

Fran det kan vi utveckla produkten 6§# = 0 (ursékta notationen men det ar
alltsd variationen av Kroeneckers delta som saklart dr noll) till

(83) 0 =0(g"")gar + ¢"*(0gar)
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Fran det kan vi verka med inversmetriken och fa

(84) 5(g") = —g"*9""8gap

Da har vi bara sista biten kvar, men den &r réatt kranglig. Vi kan ga tillbaka
till definitionen av B (definition 21) for att hirleda den sa kallade Palatini-
identiteten, se kapitel 15 for en hérledning. For den som vill géra hirledningen
sjalv kan det vara bra att minnas att vi arbetar punktvis och att vi i varje
punkt kan introducera koordinater sadana att alla 'y = 0 (séklart aldrig
overallt i allmdnhet men alltid i en punkt). P4 si sétt blir kovariant derivata
och partialderivata samma sak.

(85) 0Ry =V, (617,,) =V, (017,,)

Hér véljer vi att ga tillbaka till hela den termen i ekvation 77

(86) \/det (9)9™"6Rag = 1/ det (9)Vs(9™*dT",,,) — 1/ det (9)V,,(g°70T" )

Dér vi utnyttjat att V,g*” = 0 ty forbindelsen dr metriskt kompatibel.

Har maste vi gora ett nagot komplicerat argument. Hogerledets parenteser ar
vektorer. Varfor? Skillnaden mellan tva férbindelsekoefficienter &r en tensor
(om du inte dr siker pd det, prova att se hur de transformerar under byte
av koordinater, se kapitel 15 for hirledning), och vi har kontraktioner inom
parenteserna sa att bara vektorer aterstar. Betrakta hur de beter sig under
koordinatbyte x — y

oy® 0zP Oz oy® 0%xP
87 o =7 el 2V
(87) T,(@) Oxk Oyr Oyr 0, y) OxP OyP oy

Vi ser att den andra termen i hogerledet &r vad som far dem att inte transformera

som tensorer. Den ar dock oberoende av vad for forbindelsekoefficient det ar, s&
oy 9z 9z (T
OxH dyY OyP (F

skillnaden mellan tva, I" och f, kommer transformera som vp

).

Vi kan alltsé skriva om som

\/det (9)V5(g*?aT7,,,) — 1/det (9)V,(g°PoT" ;)



Dar vi ater har utnyttjat den metriska kompatibiliteten hos férbindelsen.

Nu sétter vi allt samman i gen

1 — —
0SH = /5\/det (9)9" 09, 9°° Rag — \/@gaggﬁpéngaﬁJr

(89) M

+ 0p(1/det (9)A”) — 8,(1/det (9) B”)

Ja men det var ju inte sa vackert. Vi kan snygga till det genom att anvinda
ett uraldrigt trick. De tva sista termerna &r divergenser, s& om vi anvénder
Stokes sats for att kasta bort dem som yttermer blir vi av med dem. Det kan vi
i alla fall gbra om vi har fixa &ndpunkter, eller kraver att saker forsvinner mot
oandligheten. For Euler-Lagrange-ekvationerna kommer de i alla fall inte gora
skillnad. Vi kastar undan dem och snyggar till vart uttryck.

= |1
(90) 0SH = / \/ det (g) [29“”1% - R"”] G
M

Dér vi anvint definitionen av Ricci-skaldren. Detta skall gélla for en godtycklig
variation s& det som dr inom hakparenteserna méste forsvinna.

Definition 44 (Einstein-tensor)
(0,2)-tensorn som fas enligt

1
RHV — iguVR
kallas for Einstein-tensorn och betecknas G, e

7.4 Tillagg av materia till Hilberts verkan

Lat oss nu justera verkan genom att anvdnda verkansprincipens stora styrka,
additiviteten. Vi lagger helt enkelt till en term till lagrangianen och far verkan

(91) Stim = / \/@ BRJJW}
M

For nagot (eller nagra for den delen, det &r ju rent additivt) materiefalt, £,,.
Vi har dven skalat om R med faktorn x = 8rG . Vi tar variationen av detta
och far
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p ? (R\/m> 0 (ﬁm\/@>

il 8G,u
2K 6g,“, + ag,uu In

(92) O0SHtm = /

M

Vi far alltsd att om det skall forsvinna f6r godtycklig variation (som tillsammans
med sin derivata férsvinner pa randen) har vi villkoret

1 8<Rm) o | 8<£m\/m>
+ 2K

dei(g) P9 det(g) O

Dér vi dven har brutit ut en faktor 4/ det (g) och multiplicerat med 2. Den
forsta termen kénner vi i gen som G*”. Den andra termen skriver vi om som

(94) 2K

L fema) 22n _go,|

(Ie\t (9) o )

Vi kénner i gen detta som —kTH".

For en mer ingdende beskrivning av tilldgg av materietermer till lagrangianen,
se |[Dir75] som ger en kompakt men utforlig beskrivning av addition av rorelse-
méangdsfiltet, elektromagnetiska faltet och den elektriska laddningens koppling
till det elektromagnetiska féltet. Se &ven [Wal84] och [Bla24] for mycket utforliga
och detaljerade genomgangar av &mnet.

Vi har nu vara villkor.

7.5 Faltekvationerna

Einsteins faltekvationer lyder

- 87TGN
n C

(95) Gl“’ T,UJ/

Dér ¢ &r ljusets hastighet som vi oftast sétter till 1.

For tomrum har vi allts& 7),, =0
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0=G

1
= Ry — =g R
(96) = 5 n
<
Ry, =0

For T, # 0 ar ekvationerna mycket svara att 16sa. De &r inte linjéra, sa
l6sningar kan inte adderas och Fourier-metoder gar saledes inte att anvédnda.
De &r icke-linjara pa grund av att faltet kopplar till sig sjélv. Gravitationen
sjalv paverkas av gravitation.

Det dr 16 ekvationer men eftersom bada sidor &r symmetriska tensorer aterstar
endast 10 oberoende ekvationer.

Med viss symmetri och annat till hjalp gar det att finna I6sningar for dem.
En vanlig alternativ form &r
1

(97) R, =8n(Ty — §Tgw)

dar T'= g"T),, = T}, alltsa sparet.

7.6 Graviationell konstant

En sista sak att lagga till. Hilberts verkan &r oférdndrad vid tilldg av en konstant,
A, pa ett stalle.

(98) S =/ det (g)(R — 2A)
M

Einstein insag det da han publicerade teorin och hade med den. Han kallade
det s& smaningom for sitt livs storsta blunder men det visade sig att den kanske
skall vara dar dnda.

Med den gravitationella konstanten eller den kosmologiska konstanten, A, s
lyder faltekvationerna

SWGN

1
(99) R,uu - ig,uuR =+ Ag,uv = TTMU

For tomrum innebér det
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(100) R,uu = Aguu

Harmed slutar del tva av denna kurs. Vi har natt vart mal i att formulera
teorin.
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III: Tillampningar
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8 Lektion: newtonska gransen, rodskifte och
tvillingproblemet

Har inleds den tredje delen av kursen. Lat oss nu se vad var teori har for
konsekvenser och om de stdmmer 6verens med vad vi kan méta.

Till att borja med maste var teori i den orelativistiska gransen reduceras
till Newtons teori for gravitation. Sedan ska vi fundera kring hur ljusets farg
paverkas av metrikens tidskomponent. Slutligen tar vi oss an det gamla klassiska
tvillingproblemet, som egentligen ar ett problem fran speciell relativitetsteori
eftersom det inte beror av gravitation alls.

8.0 Den Newtonska grinsen

I Newtons teori ar gravitationen en acceleration som representeras av ett
kovektorfélt, g;, som fas av gradienten av en skaldrpotential,

g;dz! = —d®

101 .
(101) _ o2
oI

Notera latinska indices 4, j € {1, 2,3}, allts& bara de rumsliga riktningarna.

Vi kan formulera teorin med Gauss divergenssats som

(102) AP = 47rGpNp

Om vi nu skriver om dessa tva i var tidigare anvinda notation far vi Poisson-
ekvationen enligt

(103) 0,0°® = 4nGnp

och for en partikels acceleration, & = g,

(104) 900%27 =~ ®
Nu tar vi motsvarande uttryck i Einsteins formulering. Fran féltekvationerna

far vi nagot som motsvarar Poisson-ekvationen ovan i

1
(105) R, = K(T,, — iTgW)
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Dér vi 16st ut ricci-tensorn och dragit samman 7),,g"* =T

Fran den geodetiska ekvationen far vi nadgot som motsvarar uttrycket for parti-
kelns acceleration

2 a JpB
(106) d“xt _ dz® dx

ir? B dr

I den Newtonska gransen ska hastigheten vara forsumbar jamfoért med ljusets
hastighet.

dxP N dz0

107 hatndiP Ol
(107) dr dr

Med den foérenklingen blir var geodetiska ekvation for de rumsliga riktningarna

Py da de
T o T T
(108) dr2 0 dr d
d2xd )
@ty = o

Vi kan nu jimfora detta med den Newtonska, de &r samma om

Do =-T7,

(109) 1
= ija(aogoﬂ + aOQOa - 8a900)

Endast sista termen i parentesen 6verlever ty tidsderivatan av metriken maste
férsvinna i en orelativistisk region. Vi far alltsa

(110) 20°® = — goo

Detta 10ses av

(111) goo = —2& — ¢*

Vi behover alltsé bara 00-komponenten fran Einsteins faltekvationer. Vi tar den
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1
(112) Roo = K (Too — §T900)

Vi vet ju att Too dr energitiatheten (multiplicerad med ljusets hastighet upphojt
till fyra) och for orelativistiska hastigheter s& dr det samma som masstétheten,
p- Den som behéver friska upp minnet, p#p,, = m?2, eller i platt rumtid, E? —
p? =m?2, sd om vi kan férsumma rumslig rérelsemingd, vilket vi kan for sma
hastigheter, har vi E? = m?2. Vi far

1
(113) Rop = Kipal

Om vi gar tillbaka till definitionen av Ricci-tensorn och kastar termer som &r
andra ordningen i forbindelsekoefficienterna (vilket vi borde kunna f6r nistan
platt rumtid) far vi

(114) Roo = 9,y — 8Orppo

Tidsderivatan forsvinner och kvar blir

(115) Roo = 0,1y

Slutligen har vi alltsa

9;0°® = 9,
(116) = Lo
1
= iKpc4

Detta ar precis Newtons teori for valet

- 87TGN
= o

(117) K

Vilket ar precis vad vi vill ha. Ingen vidare snygg hérledning men dnda. Snyggare
hérledning finns i exempelvis [Dir75].
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8.1 Gravitationellt rodskifte

Lat oss nu forestéilla oss en atom som skickar ut ljus. Det kan exempelvis vara
en ur en stjarna i fjarran.

Vi gor forenklingen att vi véljer ett statiskt koordinatsystem, sa att tidsde-
rivatan av metriken forsvinner, 0pg,,, = 0. Vidare later vi stjarnan och en
observator vara i vila (annars far vi sa kallade Doppler-effekter som 6verskuggar
gravitationens skifte). Atomen finner vi vid p och observatoren vid ¢. Vi skalar
om enheter s& att goo(q) = 1 vid observatoren och ggo(p) # 1 vid stjérnan.

Vi vill undersoka relationen mellan periodtiden for ljuset som atomen sénder
och det som observatéren méiter. Vi har redan postulerat att hur mycket en
klocka, som har massa och alltsa foljer en tidslik kurva, gatt under ett intervall
bestdms av hur lang kurvan den fardats &r. Det betyder att vi kan parametrisera
sddana kurvor med hur klockan géar. Detta kallas ibland for egen-tid. Det ar
viktigt i detta exempel att skilja koordinat-tid fran egen-tid.

Periodtiden for atomens ljus maste vara en konstant stricka, AS. Eftersom
stjdrnan ar i vila sa kan vi latt rdkna ut strickan,

(118) AS? = gooAz®

Vilket vi far fran kurvldngden

(119) dS = +/g(v,v)d\

. . 0 .o .. . .
déir vi har v = 22 ty stjdrnan &r i vila.

0A

LAt oss séiga att en period for stjirnans ljus borjar vid 20 = 2§, i vart koordi-

natsystem. Den kommer da vara fardig vid

(120) zh + AS = 2 + Az°v/goo(p)

Eftersom metriken &r statisk, oférandrad i tid, kommer Az? vara oférandrad
da vi later ljuset aka i vag.

Observatoren tar emot ljuset vid 2° = 29. Perioden kommer vara firdig vid

(121) 2y + Az

Problemet ar att detta kommer i observatoérens egentid ta
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AS = Az® 900(q)

122
(122) _ AL

Se figur 12 for en skiss 6ver situationen.

A
|74

Figur 12: De tva observatérerna miter samma skillnad i koordinattid, Az°,
mellan ljusperiodens bérjan och slut. Det som faktiskt gor skillnad daremot &r
att de méter olika skillnad i egentid, AS. Detta kan fas av att de 16per samma
stricka, Az?, fast med olika metrik for tiden, ggo. Hir dr situationen beskriven
i ett tvAdimensionellt fall med en tidslik koordinat och en rumslik.

Obsevatoren kommer alltsa se olika farger beroende pa /goo(p). Med andra
ord, likadana atomer som befinner sig i olika starka gravitationsfélt kommer ha
olika farg.

Effekten kallas for gravitationellt réd-skifte och namnet kommer av att ett
starkare gravitationsfélt kommer innebéra att observatéren méter en langre
periodtid. Frekvensen av ljuset sénks alltsa, vilket i det synliga spektrumet
innebar att fargen skiftas mot den réda dnden.

Det gar att méta denna effekt men typiskt &r den sa liten att den forsvinner
jamfort med exempelvis Doppler-effekten.

8.2 Tvillingproblemet

Nu tar vi oss an ett litet kul problem som har fatt stor uppmérksamhet inom
populérvetenskapen. Vi forestéller oss tva resenédrer, Gamma och Delta. De
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mots vid en héandelse och startar var sitt tidtagarur. Déarefter reser de lings var
sin (givetvis tidslik) vérldslinje och &terforenas i en annan punkt. I en viss karta
ser Gammas resa ut som att hon &dr i vila och bara vintar pa héndelsen. Delta
& andra sidan accelererar och flyger ut i en riktning, véinder dér och accelererar
at andra hallet och atervander sen till hdndelsen i vilken de mots. Se figur 13
for en skiss 6ver situationen.

: Yil=dm
)

- f(o] = 500)

Figur 13: Gamma avancerar bara i tidskoordinaten, 2°, medan Delta aker bort
i z'-riktningen och sen vénder ater. De forenas sa smaningom i en punkt.

Denna situation har egentligen ingenting med gravitation att géra sa den hade
kunnat vara med i en kurs i speciell relativitetsteori. For att gora det enkelt sé
struntar vi i gravitation och siitter g = dr® ® da® — > da? ® da?, ett specialfall
som ofta betecknas 7, .

Lat oss rdkna ut hur lang tid som gatt enligt Gammas tidtagarur. Vi paramet-
riserar Gammas kurva, v enligt

v:(0,1)CR—=M

(123) F*(A) = (A,0,0,0)"

Vi réknar ut laingden, S, som allts& ar tiden som tidtagaruret tar
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QCO
|

dA G YHYY

(124)

Il

— O\H O\H
QL
>

Det var mycket enkelt i den metriken och den kurvan. Deltas kurva, § blir
jobbigare. Vi parametriserar den enligt

0:(0,1)cCR—-M
1
(125) (A = (A, X, 0,00, A< 5

(A = (A, (1 = A),0,0)%, A=

DN | =

Dar vi tagit accelerationen som oéndlig 6ver noll tid vid start, A = 0, och
vandpunkt, A = % Vi far da langden av kurvan, Sy enligt

S5 =

d\\/ g, 0167
1

dW1— a2+ /d/\\/12 —(~a)?

(126)

/
j

Nl

1

:/d)\m

0

=+/1—-0a2

Har méarker vi alltsad att Deltas tidtagarur inte gatt lika langt som Gammas
da de aterférenas. Det ar inte sa markligt. Tva héndelser i rumtiden binds
samman med tvé olika kurvor som har olika langd och kurvans langd ar vad
som bestammer hur lang tid som gar.
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9 Lektion: svarta hal

Nu kommer vi till vad manga anser vara héjdpunkten av tillimpningarna av
allmén relativitetsteori, svarta hal.

Vi har redan slagit fast att filtekvationerna &r svarlosta, och att det krévs
symmetrier for att vi ska ha en chans. Einstein sade sjilv att ingen formodligen
kommer finna en vettig 16sning, annat &n den mycket triviella som motsvarar
ett tomt universum, da han publicerade sin teori 1915 e.Kr.

Karl Schwarzschild var vintern det aret stationerad pa ostfronen i kriget mot
Ryssland. Han funderade &ver féltekvationerna och forsdkte finna den enklaste
16sningen, en som &r s& symmetrisk man kan tdnka sig men dndé inte tom.

9.0 Schwarzschild-metriken

Vi gor det sa enkelt vi kan, féorutom den triviella 16sningen som &r ett tomt
universum, R, = 0. Vi téanker oss ett sfiriskt symmetriskt falt kring en sfariskt
symmetrisk kropp som vi later vara i vila i ett statiskt koordinatsystem.

Ett statiskt koordinatsystem har konsekvenserna dyg,,, = 0 och gg; = 0.

Vart mal ar att finna geometrin som den hér kroppen orsakar. Vi vill alltsa
finna metriken. Vi ansétter den mest allménna formen for metriken som bevarar
den sfiriska symmetrin. Lat oss utgd fran sfiriska koordinater, (¢, 7,6, ¢). D&
har vi kurvsegmentet

(127) ds* = Udt? — Vdr? — Wr2(d6? + sin®(0)dp?)

Dar U, V,W &r funktioner som endast kan bero av r (Beroende av vinklarna
skulle bryta den sfiariska symmetrin och beroende av tiden har vi redan valt
koordinater som hindrar). Vi skalar om uttrycket s att W = 1 genom att skala
om r, s& Wr2 — r2.

Nu skriver vi om det pa en form som nu verkar konstig men som straxt blir
anvandbar.

(128) ds® = e dt? — e dr? — r?dh? — r? sin®(0)dy?)

dér v, A bara kan bero av r. Vi kan skriva metrikens komponenter fran detta
genom att bara inspektera uttrycket. Den &r som tur ar diagonal (diagonal har
inget att géra med ”diagonalen i en matris” eller liknande dumheter, utan det
betyder att det inte finns nagra termer pa formen dz® ® dz” for o # B).
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Joo = €
gi11 = —e?
(129) g22 = —r?
g33 = —r*sin?(0)

g,_“,:O, N#V

Vi kan finna dess reciprok ocksa, g"” enligt

¢ = e~
gl = =2
1
2
(130) g =72
33 _ _ 1
2 sin?(6)

g =0, p#v

Fran dessa kan vi rdkna ut alla forbindelsekoefficienter. Vi har enligt ekvation
38 metrikinducerade férbindelsekoefficienter

1 998y |, 990y  09so
131 T — Y Y Yo
(131) pr = 99 <(“)x“ t 9B T o

Fran det kan vi, nadgot plagsamt, rdkna ut dem fran var metrik. Vi kommer
som tur ar fram till att bara nagra av de 64 &r nollskilda

FlOO — 3TV621/72)\

'y, =0

I, = —re 2

Iy, = —rsin®(@)e 2
(132) o

F212 = F313%

I'3,; = cot(h)

I'“45 = —sin(0) cos(6)

Ja men se, dar ar ju alla.

Vi kan nu anvianda dem i definitionen for Ricci-tensorn.
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r
20,v

Ruo = (—63u L (0)(@N) — (B0)? — 257’”) 22>

Ry = _82’/ + (871/)(67)‘) - (aTV)Q -
(133)
Ros = (14 r0v —1r0,A) e 1

R3s = [(1 4+ r0,v — 19, X\) e ** — 1] sin(0)
Ry =0, p#v

Dessa maste ju alla forsvinna utanfor kroppen eftersom vi har tomrum dar.
Tomrum innebér ju R,, = 0.

Forsta och andra raden innebér

(134) A+ 0w =0

Ett fysikaliskt argument séger att rumtiden maste ga mot att bli platt, g, — 7.
mot odndligheten bort fran kroppen (r — oo alltsd), sa

(135) A+v=0

Satter vi nu in 9.\ = —0,v i tredje raden s far vi villkoret

(1+2r0v)e* =1 =

(136) Op(re®) =1

Vi loser den diffekvationen och far

(137) re? =r —2m

dar 2m ar en konstant.
Med det forsvinner alla raderna.

Vi kan nu skriva langden av vart kurvsegment i gen

2 om\ !
(138) ds® = (1 — m) dt® — (1 — ;n) dr? — r2df? — r? sin2(9)d<p2

r

76



Detta kallas for Schwarzschild-metriken och var den forsta icke triviella 16sningen
pa Einsteins faltekvationer som publicerades.

Vi har gog =1 — 277” Det reducerar till det Newtonska fallet i gransen r — oc.
Vi ser i de fallet att vart val av konstant, 2m, leder till att m &r massan av
kroppen som vi har undersokt.

Den uppmérksamme ldsaren noterar nagot som héander vid r = 2m. Den radien
kallas for Schwarzschild-radien och kommer att bli mycket intressant.

9.1 Svarta hal, utsidan

Det ser ut som att var 16sning blir singulér vid r = 2m, for da& &r goo = 0 och
g11 = —oo. Detta &r inte riktigt, och vi ska nu undersoka vad som egentligen han-
der dér. Singulariteten kommer av koordinatval. Det enda séttet att avgdra om
rumtiden har en singularitet dr att understka krékningen, Riemann-Christoffel-
tensorn, B. Vi ser emellertid saklart att » = 0 utgdr en dkta singularitet.

Lat oss forestélla oss en resenér som faller in mot det svarta halet. Hon borjar
vil utanfér, r > 2m, och faller helt radiellt inat, v' < 0, v? = v3 = 0.

Rorelsen bestdms som vanligt av den geodetiska ekvationen. Lat oss betrakta
tidsdelen av den

dv°
(139) ds we
= —9" 91 goov"v"

Vi kan anvinda att ¢%° = gﬁ for att verka pa bada sidor och fa

d® d
(140) goo2_ . 2900,0 _
ds ds

Den har ar ju egentligen bara %(goovo) s& det ar bara att integrera. Vi far

(141) 9001}0 =k

for nagon konstant, k, som alltsa ar referensvérde for gop dér resan startar. Vi
anvander att hastigheten alltid har enhetsstorlek

1= gwjvltvu

(142) = goo(v°)* + g11(v")?
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Vi multiplicerar den hér med gogo och minns fran foérra delen (se ekvation 138)
att gJgoogi1 = —1. D4 far vi

(143) 2m

Eftersom vi redan vet att v! < 0 (den faller ju init s& radien minskar) si tar vi
den negativa roten och vi far

(144) R RN Ll
.

Vi kan nu ta kvoten av hastigheten i tidsriktningen och hastigheten i radiell
riktning, vilket blir koordinathastigheten

ab _ it ds
dvl  ds do!
ot
(145) = ar
1 1
-k

2m
1= k-1ym

Lat oss for enkelhetens skull séga att var resenér borjar straxt utanfor Schwarzschild-
radien, r = 2m + ¢, med ¢ sa litet att vi kan ignorera andra ordningen. Da har
vi

(146) dr e

Detta kan vi ju integrera utan problem. Resultatet blir

(147) t=—-2mln(r —2m) +C

Déar C ar nagon konstant som inte ar viktig for sammanhanget.

Om vi ska tolka det hér sa verkar det som att det tar en resenér odndlig tid att
né Schwarzschild-radien. D& r — 2m sa har vi att ¢ — oco. Om vi star utanfor,
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pa avstand, och betraktar resendren som faller in sa kommer det se ut som att
hon saktar ned. Ett tidtagarur som hon haller i handen skulle se ut att sakta
ned. Féargerna skulle rodskiftas (som vi minns med en faktor \/ﬁ)'

En viktig podng hér &r att vi métt ¢ som &r koordinattiden. Hur uppfattar var
resenér det sjalv? For det maste vi méta egentiden, alltsd den tid som gatt péa
resenérens eget tidtagarur. Vi méter alltsa ater langden av det segmentet av
varldslinjen.

(148) ds _ 1 _ e 2m
dr ol r

Integrerar vi den hér sa far vi att resendren nar Schwarzschild-radien pa en
dndlig tid. Vad som hé&nder henne senare vet ingen. Ingen vérldslinje, varken
tidslik eller ljuslik, kan ga fran insidan av Schwarzschild-radien och komma ut,
s& ingen information kan ldcka ur ett svart hal. Darfor kan bara de som ar déar
inne veta. De kanske har ett kalas utan oss och vi far aldrig veta om det ens
om vi dr bjudna, 6énskade och saknade.

9.2 Svarta hal, insidan

Vi har redan konstaterat att singulariteten vid r = 2m &r en artefakt av vara
koordinater. For att vidare understka omradet kring r = 2m och innanfor,
alltsd inuti det svarta halet, maste vi byta koordinater. Tyvarr tvingas vi
anvinda ostatiska koordinater, sa att dpg,, 7 0. Vi lamnar vinkelkoordinaterna
oférandrade men byter de tidslika och radiella koordinaterna mot

R

Med nagra funktioner f och g. Vi vill nu finna ett forhallande mellan dessa. Vi
tar

2m

dr? — Qde = (dt + (0, f)dr)* = ==(dt + (9,g)dr)”

-
(1 — ) dt?> +2(0,f — 2:1&9) dtdr+

(150) o

+ @2 - (argf] ar?

2m 1
1_7 2_ - 2
< 7n)dt (172m)d7‘

r

Nu har vi ett forhallande mellan nagot uttryckt i det gamla kdnda och det nya
okénda. Vi véljer vara funktioner, f och g sé att
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(151) O f = 0.9
r
och
(152) 27m(6rg)2 —(0,/)? = (_12;n)

Vi anvéinder dessa tva ekvationer for att l6sa ut 0,.g och far

r_ 1
2m (1 — 22)

T

(153) Org =

Den hiir dr elindig men vi kan integrera den. Sitt r = y? (r > 0 giller alltid)
och 2m = a?. Nu far vi

dg dg
(154) dy dr
2
~a(y? —a?)

Detta kan vi integrera. Vi gor det och far

2
(155) g—yMQme<%“Q
3a y—a

Vi har aven

2m
ota- 1= (1-2") a9

(156)

Y S

~Vom
Det kan vi integrera det med

2 3
r2 = —_
(157) s 9
= p — T



2
Infér nu férkortningen p = (%\/ 2m) . D& har vi

o

(158) r=plp—T)

Nu har vi allt vi behover for att ta var gamla metrik uttryckt i (¢,7, 6, ¢) och
uttrycka den i (7, p, 8, ).

2 4
— 0 dp? — pP(p — 7)F (d6° + sin*(0)dip?)

159 ds? = dr? —
(159) p(p—7)3

Vi ser att var tidigare singularitet vid r» = 2m hir motsvaras av p—7 = ‘{Tm. Det
finns inte ldngre nagon singularitet dér. Singulariteten var alltsa inte verklig
utan en koordinatartefakt. Sadana kallas ofta f6r koordinatsingulariteter.

Eftersom vi kan transformera tillbaka denna metrik pa var gamla vet vi att
den stdmmer for r > 2m. Kan den séga nagot om r < 2m? Egentligen kan vi
inte veta det, med samma argument som tidigare. Ingen har varit dar som kan
berétta det for oss. Rent matematiskt kan vi dock beskriva omradet med den
hér modellen. Lat oss gora det.

Den viktigaste egenskapen dr att tidslika riktningen nu gor att ljuskonerna &r
lutade inat, mot kroppen, snarare &n vad vi har blivit vana vid, alltsa att de
lutar mot framtiden. Detta innebér att tidslika kurvor, sddana som alla massiva
partiklar, och dérfor observatorer, foljer oundvikligen gar inat mot kroppen. Dé
man passerar r = 2m finns ingen atervéndo.
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10 Lektion: visualisering av rumtid och svarta hal

Att beskriva hela rumtiden &r ibland obehéndigt, men det finns tekniker for att
kunna rita vissa rumtider pa ett halvt ark papper. En sddan metod ar Penrose-
diagram. Dit vill vi komma, men forst vill vi fa bort den jobbiga egenskapen
att vi har en koordinatsingularitet vid » = 2m. Denna kommer av att vi vi dar
avbildar oéndligheter pa en punkt. Om vi i stillet kan rycka i odndligheterna
sa att vi inte gor det sa blir det enklare. Det gor vi med koordinattransformer.

10.0 Radiella ljuslika geodeter

Vi vill nu studera hur ljus faller in i svarta hal. Vi betraktar allts& nollgeodeter
i Schwarzschild-metriken. De uppfyller, som vi vet, alltid g(v+,v,) = 0. Enligt
principen for stationdr verkan har vi att variationen, S skall férsvinna for
verkan

(160) Sly] = /d)\ [(1 - 2?) 2 — (1_12m) — 12(62 + sin?(0)?)

Dér uttrycket inom hakparenteser forsvinner eftersom det &r en ljuslik kurva. Vi
kan fran lagrangianen fa ut rorelseekvationerna. For ¢ far vi genom att derivera
med avseende pa t och inse att resten inte beror av ¢ att

(161) (1 - 2’”) Pk

For nagon kontsant, k.

Om vi nu ténker oss radiellt riktat ljus, alltsa ¢ och 6 konstanta, sa far vi fran
tidens rorelseekvation dven den radiella. Vi far

(162) 72 = k2

Med 16sningar 7 = k. Vi kan alltsa skriva r(\) = £k - A, eventuellt med négon
konstant term. Vi noterar att detta &r en affin ekvation av kurvparametern. Vi
kan alltsa parametrisera kurvan med r i stéllet for A. Vi gor det och byter

(163) t(A) = t(r) = t(£kN)

Vi far alltsa skilja mellan fallen + och —.
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Lat oss borja med +

~ d~
i _ &
dr T
k
(164) -
(1—22)k
o
o —2m
Vi far allsa, om vi léser for ¢
(165) ti(r) =7+ 2mln|r — 2m| + konstant

Pa liknande satt far vi for fallet —

(166) t_(r) = —r — 2mIn|r — 2m| + konstant

Dessa geodeter kallas for utgaende respektive infallande nollgeodeter.

Se figur 14 for en skiss 6ver infallande och utgaende nollgeodeter i Schwarzschild-
metriken.

10.1 Eddington-Finkelstein-koordinater

Vi vill nu studera de infallande nollgeodeterna. Med ett koordinatbyte kan vi fa
dem att sluta kroka sig och i stéllet bete sig som réta linjer i vara diagram.

Vi infoér en ny koordinat

(167) t=t+2mln|r — 2m)|

Vi skriver ekvationen for £_ i ny koordinat och far att logaritmtermerna tar ut
varandra

(168) t_ = —r + konstant

I dessa koordinater &r hdndelsehorisonten, Schwarzschild-radien, med i kartdo-
manen.
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7 b r

Figur 14: Infalande och utgaende ljuslika geodeter for Schwarzschild-metriken.
Tva koordinater dr undertryckta sa bara den tidslika och den radiella visas. Dér
de tva riktningarna for ljuset mots dr framéatriktade ljuskoner inritade. Notera
hur de lutar pa insidan av Schwarzschild-radien. Déar tar radien rollen av en
tidslik koordinat.
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Vi rdknar om Schwarzschild-metriken i dessa nya koordinater som vi kallar for
Eddington-Finkelstein-koordinater. Vi har sett hur vi &ndrar ¢ — ¢, de andra
koordinaterna forblir oféréandrade. Vi kan enkelt ga mellan olika metriker med
vektortransform. Om vi kallar de gamla koordinaterna fér #* och de nya for y*
sa har vi

ox® 9zP
169 -
( ) g(y);w Ay ayug(x)aﬂ

Transformfaktorerna &r diagonala med alla andra komponenter 0 férutom

0y° . 2m

170 A
(170) oxt  r—2m

Vi réknar med detta ut metriken, som alltsd kommer innehélla blandtermer

(171)

om\ o 2m, - a 2
ds? = (1 - :1) i — Tm(dtdr + drdt) — (1 - ?) dr? —12(d6* + sin®(0)d?)

Se figur 15 for en skiss 6ver de infallande och utgaende ljuslika kurvorna.

10.2 Kruskal-koordinater

Med en annan transform kan vi &ven fa de utgaende nollgeodeterna att avbildas
pa rédta linjer. For en ordentlig hdrldening av dessa koordinater, se exempelvis
[Wal84]. Vi byter en tidslik, ¢, och en rumslik, r, koordinat mot ett par nya, T
respektive X som definieras av

T = A ledm sinh <t>
2m 4m
(172)
r
2m

T t
— — ledm h| —
e Ccos <4m>

I regionen r < 2m och

(173)



Figur 15: Skiss 6ver de infallande och utgaende nollgeodeterna. Framatriktade
ljuskoner &r inritade vid vissa korsningar. Notera hur de infallande kurvorna nu
ar rata linjer i diagrammet med lutning —1.

Denna 16sning utékar Schwarzschild-16sningen och tillatna koordinatvirden &r

-0 < X < oo

174
(174) —co<T?-X%2<1

Alla ljuslika kurvor har lutning +1, vilket gor det enkelt att studera kausalitet
och liknande. Vi noterar att &ven Schwarzschild-radien har sadan lutning.

Dessa koordinater tillater, med analytisk fortsdttning, att rumtiden utdkas till
ett par regioner som vi tidigare inte kunde se. Med maximal utdkning far vi
fyra regioner, se tabell 0. Vi har alltjamt den vanliga yttre regionen och insidan
av det svarta halet. Till det kommer en parallell yttre region som liknar den
vi lever i och ett vitt hdl, som ingenting kan stanna i. Det vita hélet ar alltsa
motsatsen mot det svarta halet. Det svarta halet suger in, det vita halet spottar
ut.

For en skiss 6ver dessa regioner, se figur 16.

En otrevlig sak med att rita Kruskal-koordinater pa papperet ar att vi maste
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Tabell 0: Regioner av Schwarzschild-rumtiden i Kruskal-koordinater.

Region Villkor for T Region i r
Yttre region -X<T<X r > 2m
Inuti svart hal IX|<T<V1I+X2 |2m>7r>0
Parallell yttre region X<T<-X r > 2m
Inuti vitt hal —V1I+X2<T<|X||2m>r>0

4 IDe

Figur 16: Skiss 6ver de fyra regionerna med infallande och utgaende ljuslika
kurvor, som nu bada har lutning £1. Framatriktade ljuskoner ar inritade vid
korsningar av ljuslika geodeter. Singulariteterna blir en tvamantlad hyperboloid
(ritad som en sned-streckad region), och tangenterna till den (ritade som tva
tjocka diagonala linjer som korsas i mitten) delar upp rumtiden i fyra regioner.
I det vita halet (markerat VH) &r alla ljuskoner riktade i viig fran singulariteten
sa att tidslika och ljuslika kurvor maste ldmna regionen. I de yttre regionerna
(markerade med YR och PYR f{or yttre region respektive parallell yttre region)
kan ljuslika och tidslika geodeter antingen undvika det svarta hélet (markerat
BH). Inom det svarta halet ar alla ljuskoner riktade mot singulariteten, vilket
innebar att ljus, saval som materia oundvikligen stortar mot singulariteten.
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anvinda odndligheterna och dérfor inte far plats pa ett papper. Vi vill nu stélla
det till ratta.

10.3 Penrose-diagram

En trevlig egenskap som vi vill behalla i vara diagram &r att ljuslika kurvor har
lutning +1 s& att ljuskonerna bildar timglas pa papperet.

Lat oss nu forscka skapa ett diagram i nagra steg. Litet! abstrakt kan vi siiga att
vi skapar tva ljuslika koordinater, roterar diagrammet sa att de ar pa axlarna,
sen trycker vi ihop dem sa att de dr adndliga, sen roterar vi tillbaka. Viktigt
genom hela dena procedur ér att halla koll pa grinserna for koordinaterna dé
vi forandrar dem.

Vi tar en metrik given i nagra koordinater. Sen finner vi koordinater sa att tva
okompakta (allts& det tillatna intervallet for dem &r inte kompakt) koordinater
och ersitt dem med tva (lika okompakta) ljuslika koordinater, allts sddana vars
inducerade basvektor har langden 0. Ség koordinat b som inducerar basvektor i
tangentrummet, 9. Den skall uppfylla g(9,dy) = 0.

Sedan gor vi dessa tva koordinater kompakta genom att anvinda nagon lamplig
avbildning. arctan visar sig vara en som &r lamplig i det vanliga fallet att vi
vill avbilda (—o0,00) pa (=73, 5).

Nu tar vi dessa tva nya kompakta koordinater, p och ¢ och infér T'= p + ¢q och
X=p—q.

Uttryck nu metriken i termer av dessa nya koordinater. Om den far formen

1
5 (dT? — dX? — R(T, X)(...d0% + ...dgp%))

(a75)  ds®= T, X,..)

(2 dr en glatt, aldrig forsvinnande funktion.) D& kan vi fa det icke-fysikaliska
diagrammets metrik

(176) dsj; = dT? — dX?

Notera hér att mycket undertryckts har. Stegen vi genomfort bevarar lutningen
av ljuslika kurvor men den kan ha forvridit en hel del annat. Mer konkret sa
kan den ha forandrat tidslika geodeter.

Nagot positivt har &nda kommit av det. Vi kan i alla fall rita en tidslik och
en rumslik koordinat, fa plats med hela rumtiden pa ett halvt ark papper och
bevara ljuskonernas lutning.

TEgentligen &r detta en extremt abstrakt beskrivning. Lisaren ombeds att inte ta den pa allvar
och i stéllet forsoka forsta forfarandet som presenteras pa en djup niva.

88



10.4 Minkowski-metrik i Penrose-diagram

Vi tar vanliga sfariska koordinater,

(177) ds® = dt? — dr? — r2(d6? + sin® (9)dp?)

Vi noterar koordinaternas intervall. ¢ € (—o0,0), r € (0,00), § € (0,7) och
v € (0,2m).

Nu konstruerar vi ljuslika koordinater

v=t+r
(178)
w=t—r

Ar dessa ljuslika? Sitt in dem i metriken for att testa! De &r ljuslika.

Vi sag att r inte dr negativ. Skriver vi r i termer av v och w far vi r = 5%

2
vilket leder till villkoret w < v.

Nu ska vi gora dessa nya koordinater kompakta. Vi infor (med ett lampligt val
av kompaktifieringsfunktion)

(179) p = arctan(v)
q = arctan(w)

Vi vet att arctan &r monoton sa villkoret w < v bevaras som ¢ < p. Detta
innebér att det finns kombinationer i definitionsméngden, (=%,%) x (=%, %)
som ar otillatna.

Nu konstruerar vi

T=p+q

180
(180) X—ns

Med villkoren

1
—g -(T+X)<

SRS

(181) —2<5T-X)<

=N =N

%(T—X) <tr+x
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som vi skriver om dem som

T<(T+X)<m
(182) T<(T-X)<m
x>0

Se figur 17 for en skiss 6ver regionen. Nu skriver vi metriken i de nya koordina-
terna far vi

Figur 17: Skiss 6ver regionen dar Kruskal-koordinaterna &r giltiga for Minkowski-
metriken. Omradet bildar en triangel mellan punkterna (pa formen (T, X))
(—m,0), (w,0) och (0,7), dir linjen X = 0 &r exkluderad. I snedstreckade
regioner dr Kruskal-koordinaterna alltsa inte giltiga.

2 _ 1 .
(183) * Tt [2(T + X)] tan? [3(T — X)]
{dT? — dX? — sin®(X) [dO? + sin®(0)dp?] }

Om vi nu ritar koordinaterna 7" och X sa far vi en trianguldr region som
representerar hela rumtiden.

Vi kan identifiera nagra punkter i diagrammet som &r av intresse.

Vid T'= 0, X = « har vi rumslik oindlighet. Det ar alltsa sfdren som bestar av

koordinater som #r oéndligt langt bort fran origo. Denna betecknas 5°.

Vid X = 0, T = —x har vi gangen tidslik odndligthet. Det ar alltsa det som
skedde i borjan. Den betecknas i~ och pa samma satt har vi framtida tidslik
odndlighet. Det ar koordinater odndlit langt i framtiden.
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Diagonalerna betecknas £+ och #~ for den &vre respektive nedre. Dessa kallas
for nollodandligheterna.

En tidslik kurva gar i~ — ", med riktning hela tiden inuti ljuskonerna, alltsi
alltid mer &n 1 eller mindre &n —1.

En ljuslik kurva gar frin .#~ — .# T med riktning lings ljuskonen, alltsi lutning
+1.

En rumslik kurva gar fran i — i° med riktning utanfér ljuskonen, alltsé med
lutning pa4 mer &n —1 men mindra &n 1.

Med ljuskonernas bevarade lutning blir det enkelt att diskutera kausala relatio-
ner. Vilka héndelser gar att tidsordna, vilka punkter kan paverka andra, hur
kan information fardas?

Se figur 18 for en skiss 6ver regionen med intressanta punkter utritade.

10.5 Schwarzschild-metrik i Penrose-diagram

Innan vi fortsitter gar vi tillbaka till figur 16, och férsoker rita ett Penrose-
diagram av den med Kruskal-koordinater maximalt utékade Schwarzschild-
metriken. Resultatet visas i figur 19.

10.6 Gravitationell kollaps i Penrose-diagram

Lat oss avsluta visualiseringen av svarta hal med att diagrammatisera formatio-
nen av ett svart hal. Vi tdnker oss att massa ansamlas och krymper ned tills
den &r innesluten i sin Schwarzschild-radie. D& har vi kommit till ett svart hal.
Da det svarta hpket har formats kan ingenting fly ur Schwarzschild-radien. Pa
s& vis blir en ljus-signal fran radien vid 6gonblicket d& det blir ett svart hal ett
slags gréans for innanfor och utanfor det svarta halet. Detta illustreras i figur 20.
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Figur 18: Skiss 6ver rumtiden med Minkowski-metrik. Utritat ar &ven ett par
ljuslika geodeter, som saklart har lutningen +1.
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Figur 19: Penrose-diagram o6ver den med Kruskal-koordinater maximalt utokade
Schwarzschild-16sningen. Intressanta punkter ar utritade och &ven ett fatal
nollgeodeter och framéatriktade ljuskoner dér de korsar. Precis som i figur 16 &r
de fyra regionerna utmarkerade och avskilda med breda diagonala réta linjer
som korsar i mitten.
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Tabell 1: Fall av svarta hal uppdelade pa om deras laddning, C, och rorelse-
mangdsmoment, J, ar nollskilda.

Metrikens namn | C =07 | J =07
Schwarzschild nej nej
Kerr nej ja
Reissner-Nordstrom ja nej
Kerr-Newman ja ja

11 Lektion: exotiska svarta hal

Som om det inte var nog med de svarta hal vi redan stott pa. Nu ska vi fundera
pa svarta hal med elektrisk laddning och svarta hal som roterar. Schwarzschild-
metriken representerade det enklaste fallet, sfariskt symmetriskt och bara en
massa. Vi sammanfattar fallen vi ska undersoka.

Dessa metriker dr ganska krangliga att hérleda sa vi kommer ta en del genviagar
och bara se till deras konsekvenser.

11.0 Reissner-Nordstrom-metriken

Ett laddad men inte snurrande svart hal har en metrik som vi kan skriva som

1
(184) ds? = Adt? — Kdﬁ — r2d0>?

déir vi infort forkortningen df? + sin®(0)dy? = dQ? vilken dr mycket anvéindbar
for sfarisk symmetri. A &r ny grej

2

2 2
(185) A= P ta
T T

Hér har vi p som dr kroppens magnetiska laddning och ¢ som &r dess elektriska
laddning. Det bor séigas att ingen nagonsin observerat en magnetisk laddning’
men det hejdar oss inte fran att ta hénsyn till den. I fall den skulle finnas sa
finns en plats for den i teorin férberedd.

Vi har fortfarande att vid » — oo aterfar vi platt rumtid.
Vid r = 0 finns fortsatt en &kta singularitet och den har vi alltid dar.

Motsvarande schwarzschild-radien far vi nu nar A = 0. Detta hander vid

fMagnetiska monopoler var ett stort intresse for Dirac. Enligt Maxwells ekvationer #r det
magnetiska féltet divergensfritt, alltsa ingen laddningstéthet far finnas. Detta far konsekvensen att
alla integralkurvor till magnetiska faltet alltid &r slingor, se kapitel 15 for definition av integralkurvor.
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(156) R e e

Vi delar upp i tre fall. Se figur 21 f6r en skiss 6ver situationen.

A

Figur 21: Skiss 6ver de tre fallen, med A inritad som en funktion av r. Fallet
p = q = 0 dr med som en streckad variant. Det fallet motsvarar Schwarzschild-
metriken som vi redan har studerat.

11.0.0 Fall: m?2 < p? + ¢2

I detta fall & A alltid positiv. Det finns ingen motsvarande Schwarzschild-radie.
Singulariteten finns alltjamt vid » = 0 séklart, men det finns inget som hejdar en
resendr fran att resa dit och sen komma tillbaka. En tidslik geodet kommer dock
aldrig till » = 0 utan endast ljuslika kurvor och tidslika kurvor som paverkas av
yttre krafter (som alltsa avviker fran geodeter) kommer kunna na den. Denna
typ av singularitet kallas for en naken singularitet.

11.0.1 Fall: m? > p? +¢°

Héar far vi att A &r positivt for stora och smé r, men negativ inuti en region,
r € (—y/m%—(p*+ ¢ \/m2 — (p? + ¢?). vars randpunkter dr dir A = 0.
Metriken vi tecknat ovan har koordinat-singulariteter vid dessa punkter men
de dr inga riktiga singulariteter.

Bada hyperytorna som utgors av r1 = ++/m? — (p? + ¢2 dr héndelsehorisonter,
pa samma sétt som Schwarzschild-radien. Ljuskonerna i denna region &r alltsa
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lutade sa att tidslika kurvor maste ga fran den ena regionen till den andra. Har
ar alltsa ett mycket intressant fall. Om vi utifran gar in i regionen maste vi
in pa dess insida. V&l dér, om vi inifran gar in i regionen maste vi ut pa dess
utsida. Vi kastas hela véigen in och sen hela vigen ut i gen.

Hogst kuriost, minst sagt. Besynnerligt.

11.0.2 Fall: m? = p? + ¢

Detta kallas for extremt svart hal. Massan ér perfekt balanserad mot laddningen
av kroppen. Detta gor det till inte mycket mer &n en matematisk leksak. Har
har vi A =0 vid r = m. Detta ar emellertid ingen héndelsehorisont eftersom
om vi studerar metriken ser vi att den tidslika koordinaten inte &ndras da vi
passerar den. Ljuskonerna bérjar inte luta in mot hélet.

Konkret innebér detta att en resenér kan ta sig innanfér denna radie och sen
lamna i gen.

11.1 Kerr-metriken

Nu later vi kroppen vara neutralt laddad, men later den snurra i stéllet (runt
i p-riktningen). Vi far den kréngliga metriken (att hérleda den &r ett helvete
som man maste igenom, men ni slipper)

(187)
ds? = di? — P — e + (r? + J2) sin(0)dg® + 27 (] sin?(0) — dt)?
= A p o 0

Nej, den hér var inte rolig. Fy och bla! vi har bland-termer (odiagonal metrik).
A och p fas enligt

A=7r2—2mr+J?

188
(188) p*(r,0) = r? + J? cos?()

Déar J ar ett matt pa hur mycket den snurrar. Vi ser att om vi later J = 0 sa
aterfar vi Schwarzschild-metriken.

Hér kommer vi faktiskt att avbryta av en enkel anledning. Det dr ungeféar lika
latt att betrakta denna metrik, som kallas for Kerr-metriken, som det ar att
lagga till laddning till den.

11.2 Kerr-Newman-metriken

Vi ersétter
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(189) 2mr — 2mr — (¢* + p?)

och far
02
ds* = dt* — Zdr2 — p?d0* + (r* + J?)sin(0)dp*+
(190) 2mr — (p* +¢°) 2 2
+ ———5———=(Jsin*(0)p — dt)

P

Som kallas for Kerr-Newman-metriken. Vi kan se att om vi tar bort laddningen
och rotationen sa aterfar vi Schwarzschild-metriken. Tyvarr kommer inte den
laddade delen att ge oss nagra fler intressanta fenomen sa vi gar tillbaka till
p? 4+ ¢? = 0, alltsa en snurrande men oladdad kropp.

Vi stannar for en stund och funderar éver koordinaterna (¢,r, 6, ¢). De som var
metrik dr uttryckta i kallas for Boyer-Lindquist-koordinater.t Om vi later J
vara oférandrat men later m — 0 sa far vi platt rumtid, men inte i vara vanliga
sfariska koordinater utan litet annorlunda. Vi far

2
ds? — di® — (r2 + J? cos? (9))
(191) 24 J2
—(r*+J? cosQ(H))2 do* + (r® + J?) sin?(0)dy?

dr?—

Inga blandtermer mer! Vi kédnner i gen dessa koordinater som ellipsoida i
euklidisk 3-rum

T = \/msinw) cos(p)
(192) y = /12 + J2sin(6) sin(y)

x = rcos(d)
Lat oss fundera 6ver Kerr-metriken. Den verkar ha singulariteter vid A = 0 och
p=0.

En understkning av A leder oss, precis som for Reissner-Nordstrom-metriken
till tre fall.

m? < J? ger oss ater en naken singularitet, precis som for Reissner-Nordstrom-
metriken.

TBoyer som de &r uppkallade efter dog i en mass-skjutning i University of Texas at Austin 1966
e.Kr.
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m? = J? #r instabil, precis som for Reissner-Nordstrom-metriken.
Lat oss i stéllet studera det tredje fallet.

Tar vi m? > J? far vi, precis som for Reissner-Nordstrom-metriken en region
i vilken A < 0, med A = 0 pa randen till denna, r+ = m + vm?2 — J2. Bada
dessa kommer utgdra hindelsehorisonter, men de ar inga dkta singulariteter.
Situationen ar likadan som for Reissner-Nordstrom-metriken angaende detta
omrade och héndelsehorisonterna. Det finns dock ett till omrade av intresse.

Betraktar vi de tidslika geodeterna utanfor den yttre handelsehorisonten finner vi
att ljuskonerna dar ar lutade sa att varlslinjerna maste folja rotationsriktningen
fér kroppen, alltsé ¢ blir tidslika riktningen. Detta &r ganska intressant. Det
finns emellertid inget som hejdar en resenér fran att fardas fritt i radiell riktning
ocksa, sa ldnge hon f6ljer med rotationsriktningen. Denna region kallas for
ergosfiren. Se figur 22 for en skiss 6ver ergosfiren.

Figur 22: Skiss 6ver ergosfiaren. ry och r_ &r den yttre respektive inre hindelse-
horisonten. Den sned-streckade regionen runtom &r ergosfaren.

Nu ater till p = 0. Lat oss ocksa betrakta r = 0. Om vi faktiskt rdknar pa det
ser vi att den sanna singulariteten, den vi far fran Riemann-Christoffel-tensorn,
inte dr vid r = 0 utan vid p = 0. Eftersom vi har p? = r? + J2 cos?(f) och
varken 72 eller J? cos?() ska kunna vara negativ har vi att den bara forsvinner
da bada ar 0.

\3
|

(193)

>
|
oy <@

Vi ska héar inse att » = 0 inte 4r en punkt utan en méngd av punkter i M.
Foérut kunde vi betrakta r = 0 som en tidslik kurva. Har ar » = 0 en skiva
av varldslinjer. Rotationen har alltsad smetat ut singulariteten till en ring som
utgor randen av den skivan. En analytisk fortséttning av metriken berattar
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att en ny rumtid finns pa andra sidan den ringen. Nu borjar vi ndrma oss sant
som kanske inte ar sa latt att ta till sig langre. Denna nya rumtid representeras
alltsa av r < 0, vilket rent matematiskt, gar att tillata.

Ett sista ord om ergosfiren. Roger Penrose foreslog att man skulle kunna
anvinda den for att extrahera energi ur ett svart hal. Det gar inte. For forklaring
av detta, se exempelvis [Car97].

Fo6r mycket mer information om svarta hal, se exempelvis [Wal84|, [Mis73] eller
[WeiT2).
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12 Lektion: sattelitnavigation, Merkurius precession och
gravitationella linser

Vi ska nu understka Schwarzschild-metriken vidare. I synnerhet kommer vi
fundera &ver vad for effekter gravitation har pa sattelitnavigation och geodeter,
bade f6r massiva kroppar sa som planeter och for ljus. Det visar sig att omlopps-
banor precesserar och att ljus bojs runt kroppar sa att de blir som fokuserande
linser.

12.0 Sattelitnavigation

Vi borjar med att skriva om Schwarzschild-metriken pa vad som kallas for
isotropisk form.

(1-5) my!
(194) ds® = 7p2dt2 - <1 + 2) (dz? + dy® + d2?)
m P
(1+2)

Diér vi infort p? = x24-y?+22. Lat en ljusignal passera kroppen pa ett avstand, R.
Se figur 23 for en skiss 6ver situationen. Da kan vi, med ett val av koordinater, till
en forsta approximation beskriva banan som, sig, 2 =0,y = R, p = vV R? + 22.

. . . 2 o o . oo . .
Om vi nu ignorerar termer av ordning 7{% s& far vi for en ljuslik kurva, ds = 0

(195)

Figur 23: En tidslik bana faller in mot en kropp, &r som nérmst pa avstandet
r = R och fortsdtter sedan pa andra sidan. Utritat dr &ven koordinatvéirdena
for r och ¢ for en punkt lings banan.

Integrerar vi detta fran z = 0 till x = X sa far vi koordinattiden, At, det tar
for ljuset att propagera fran den punkt pa kurvan som ar nérmst kroppen till
nagon annan punkt. Vi far efter smajobbiga integraler
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2 2
a2 SV

(196)
2X

~X+2mln| —

-+ mn<R>

Med antagandet )}?—z < 11 sista steget.

Om vi nu ténker att signalen skickas fran X; pa ena sidan kroppen till X5 pa
andra sidan sa blir tidsskillnaden

4X, X
(197) Atio ~ X1+ X5+ 2mIn ( ! 2)

Den logaritmiska termen &ar den som laggs till av gravitationseffekter. I platt
rumtid hade vi bara haft de tva konstanterna. Effekten kallas for Shapiro-
fordrojning.

I praktiken kan vi anvéinda den for kommunikation med satteliter. Utan att ta
hénsyn till denna fordréjning i jordens gravitationsfalt blir det litet fel.

12.1 Tidslika geodeter i Schwarzshild-metriken

For att diskutera Merkurius precession behdver vi fundera 6ver hur tidslika
varldsinjer ser ut i Schwarzschild-metriken.

I Newtons teori &r alla banor kdgelsnitt. De &r alltsd antingen parabler (tdnk
objekt som kastas fran jorden och landar i gen), hyperbler (tdnk objekt som
kastas mot jorden fran méanen men missar jorden och fortsdtter bort) eller
ellipser (tdnk nagot som fastnat i omloppsbana). I Einsteins teori kan banorna
vara mer spiralformade.

Alla omloppsbanor méaste vara planira, det gar inte att bryta den symmetrin i
Schwarzschild-metriken, s& vi sitter hadanefter § = 7, och betraktar geodeter i
det ekvatoriella planet.

Vi infor @« =1 — 22 och skriver var metrik som

r

1
(198) ds? = adt® — —dr? — rdy?
«

Vi kan séitta detta i den geodetiska ekvationen for att fa lagrangianen

102



L= v—
Ivds ds
2 2 2
(199) (N LA\ s (de
ds o \ ds ds
— i 72 22
Dir § = %. Denna lagrangian dr oberoende av t och ¢, vilket innebér att

banorna inte &ndras med tiden, metriken ar statisk och att banorna ser lika-
dana ut oberoende av rotation. Vi rdknar ut Euler-Lagranges ekvationer for
lagrangianen och far féljande tva ekvationer

(200) at =k
r’p=nh

Med k och h konstanter. Dessa rorelsekonstanter motsvarar de klassiska bevarade
storheterna energi och rérelsemdngdsmoment. Fortsédtter vi far vi en aningen
krangigare

Loy .
(201) ot |:2Tnt2 _ (arl) 72— 2T¢2:| -0
«

Fran dessa kan vi fa de cirkuldra banorna, alltsd de med r konstant. Med 7 = 0
far vi fran dessa tre ekvationer relationen

2 m
(202) wi=3
Dar w ar vinkelhastigheten, i—f. Detta ar inget annat &n Keplers tredje lag. En
sak vi bor notera ar att vi far
3
(203) ds? = <1 - m) dt?
r

Vilket betyder att massiva partiklar har r > 3m, dir vi minns att r = 2m &r
Schwarzschild-radien. r = 3m motsvarar ds?> = 0 vilket dr radien for ljuslika
cirkuldra banor. Ljus kan alltsa fastna i omloppsbana kring svarta hal i en
cirkuldr bana med radie r = 3m.
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Ater till tidslika vérldslinjer. Vi anviinder ekvationerna ovan som relaterar till
rorelsekonstanter for att fa

. 1
(204) 72 = k% — T—3(r —2m)(r? + h?)

=k - V(r)

Dér vi definierat en potential, V', som bara beror av radiella koordinaten. Vi
kan derivera uttrycket med avseende pa s och fa nagot som liknar en Newtons
andra lag

dv

205 )
(205) " dr

Dar vi anvant % = %% for att fa bort alla r-termer i hogerledet. En bana

bestdms alltsa av rorelsekonstanterna, k och h. En grej vi kan notera for det
radiella beteendet &r att givet tillrdcklig stor energi, k, s& finns det bundna banor
som spiralerar fran r < 2m, alltsd innanfoér h&ndelsehorisonten, till r > 2m, for
att sedan spiralera in i gen.

For det klassiska fallet far vi p4 motsvarande séitt

1
2 =2F — —(h* -2
(206) T . (h mr)

=2F — VN(’I“)

Déar Vi ar den motsvarande Newtonska potentialen.
Lat oss nu betrakta vinkelns, snarare &n det radiella beteendet.

Cirkulara banor fas da vi alltid befinner oss i potentialminimum. Vi ser att
minimum for potentialens radiella derivata fas vid

2 \/ﬁ

2m

Detta har ingen 16sning for A < 2m+/3. I sadana fall finns inga omloppsbanor
utan allt faller in i kroppen. Vi ska forséka undersoka de stabila banorna nu, de
som i det klassiska fallet &r elliptiska, med cirkeln som ett specialfall.

12.2 Merkurius precession

Vi ar hér intresserade av formen av banorna endast. Det visar sig att det ar
praktiskt att inféra den reciproka radien som en koordinat
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(208) uw=-

Om vi nu 6verfor var ekvation for det radiella beteendet i en klassisk potential,
ekvation 206, till den nya koordinaten far vi

du\? 2mu 2K
209 — 2 _ o=
(209) (d<p> +u 72 + 2

Vi anvander hér ett litet trick for att integrera diffekvationen. Forst deriverar
vi den for att fa bort kvadratiska derivatan. Vi gor det och far bort en faktor
2%, vilket ger oss en lattare linjir diffekvation av andra ordningen

du m
+u=—

210 —
(210) 2 2

Den 16ser vi och far nagot pa formen

(211) u= %(1 + ecos(p))

dér e ar eccentriciteten for ett kdgelsnitt (e < 1 for elliptiska banor).

Lat oss applicera samma metod péa relativistiska fallet, ekvation 204. Vi leds
omedelbart till

d*u m 9

Den sista termen dr vad som leder till alla m&jliga relativistiska banor utéver de
mojliga klassiska. I analysen av planeters banor daremot sa dr den bara en liten
korrektion. Lat os se hur liten den &r genom att jamfora termerna i hogerledet.
Kvoten

2

(%)

w
3
g

(213)

=3

For ett praktiskt fall, sétt v hastigheten och h ~ rv. Da far vi kvoten
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e

(214) = 302

=

3
N

<
S

Vi kan sédtta in den kvickaste av vara planeter, Merkurius, hir. Dess hastighet
ar ungefar 1077,

Eftersom denna term blir s& liten s& kan vi satta in det Newtonska vardet for «
i var diffekvation, som da blir

d%u 3m
215 - ="(1+2 2 cos?
(215) T, Hu= (L 2ecos(p) + € cos”(¢))

Vi far 16sa den hér med flera partikuldrlosningar i taget, annars blir det for
svart. Det blir alltsa 16sningar till tre olika diffekvationer pa formerna

d*u

—tu=A

dp

d*u

(216) — +u = Acos

i ()
2

Cil—: +u = Acos?(yp)

Dér i vart fall A ar en konstant av storleksordningen ’;Z—j Dessa tre diffekvationer
har 16sningar

S
I
I

(217) u = 5 Apsin(p)
1 1
u = §A - EA cos(2¢)
Den forsta ger ett ointressant konstant bidrag. Den tredje ger en periodisk
storning med dubbel frekvens (period ) jamfort med det klassiska fallet men
denna ger ingen storning 6ver tid utan jamnar ut sig. Den andra ddremot har

inte en period pa 27 och det ar den stérningen som vi 6ver tid kan observera.
Vi tar alltsad som en ungeférlig 16sning

[1 + ecos(p) + ?’%Qew sin(w)}
[1 + ecos(p) (1 — 3;?;) @]
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Dér vi anvént cos(p—f) = cos(p) cos(f)+sin(y) sin(3) och smavinkel-approximationerna

cos(f) =~ 1, sin(B) ~ B, for liten vinkel 5 = 37;1#. Vi kan jamfora denna ekva-
tions period med det Newtonska fallet (27)

2T

3m?2
1— h2

(219) > 2

Det innebér alltsd att om vi later en siddan planet snurra runt sé kommer
dndpunkterna av ellipsen hamna litet l&ingre fram for varje varv. Detta kallas
for precession. Se figur 24 for en skiss Gver situationen.

Figur 24: Skiss 6ver en planets bana kring solen. Utmarkerat ldngs banan &r
riktning, perihelia (tomma cirklar) och aphelia (ifyllda cirklar). Precessionen &r
kraftfullt 6verdriven. Vi noterar att cirklarna flyttar sig langre och langre fram
i rotationens riktning.

Réknar vi pa Merkurius bana med detta sa far vi en precession pa 42.98
bagsekunder per sekel. Métviardena ligger runt 42.98 4 0.04. Detta var ett av
de forsta testerna man gjorde for att bedéma den allména relativitetens plats
bland fysikaliska teorier.

12.3 Gravitationella linser

Om vi nu funderar 6ver ljuslika banor i stéllet. Hur gar ljus forbi en kropp? Vi
vet att ljus foljer geodeter med ds? = 0. Vi har alltsa i stiillet diffekvationen

2

d
(220) i +u = 3mu?
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Den hér &ar svar sa vi forsoker en iterativ 16sning. Vi utnyttjar att hogerledet &r
pyttelitet i jamforelse med u. Utan hogerledet hade 16sningen varit pa formen

(221) sin(¢p)

For nagon konstant, R, som motsvarar hur nira kroppen banan gar. Sétt in
detta i differentialekvationens hogerled

d? 3m
222 - = 277 (1 — cos?
(222) = 1= co(e)

En partikularlésning till denna ar

3m 1

Lagg detta till homogenlésningen, ekvation 221. Da far vi den andra iterationen

(224) u = Snle) | 3m [1 + ;005(290)}

R 2R?

For stora r maste vénsterledet, u = % ga mot 0 och darfor maste ¢ vara mycket
litet. D& kan vi gora smévinkelapproximationen sin(y) & ¢ och cos(2¢) ~ 1. 1
gransen u — 0 sa far vi ¢ — @

2m

225 __2m
(225) Poo R

Vi har alltsa réknat ut ett beteende for hur ljus bdjs da det passerar en kropp.
Kan vi anvianda detta till nagot?

Till att borja med kan vi vid en solférmorkelse méta stjarnljusets béjning
kring solen for att testa den allména relativitetsteorin. Manga sddana experi-
ment har gjorts, inte minst 1919 e.Kr. da Eddingtons expedition orsakade stor
uppstandelse inom naturfilsofiska kretsar.

Vi ser att ljuset, om vi tar hdnsyn till krokningen pa bada sidor om kroppen (se

figur 25 for en skiss over situationen), blir vinkelavvikelsen for ljus som kommer
fran fjarran och fortsdtter langt efter att ha passerat kroppen
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Figur 25: Skiss 6ver ljusets bojning d& det passerar en kropp pa avstandet R.
Pa stort avstand blir den deflekterade vinkeln ¢, pé varje sida.

(226) d=—

Kroppar kan alltsad anvéandas for att konvergera ljus, precis som en konvex lins.
Vi forestéller oss att en lampa lyser och mellan oss och lampan finns en tung
kropp i vagen. Da skall alltsa ljuset kroka sig runt kroppen och vi skall se en
ljus ring runt kroppen. Detta kallas en Finstein-ring. Detta kréaver alltsd att
lampan &r langt borta fran kroppen, som &r langt borta fran oss. Om vi later
avstandet mellan lampan och kroppen vara oédndligt maste vi vara pa minst
avstandet

:E;@‘:U

(227)

W
3

Man skulle dven kunna ténka sig att ljus gar tva olika vigar fran en killa till en
observator. Exempelvis en "rak” vig (efterblivet uttryck eftersom béda vigarna
maéste vara raka men vad som asyftas &r den ungefarliga vagen som varit den
unika raka i avsaknad av tung kropp) och en vig som béjs kring en tung kropp.
Observatoren skulle da se tva bilder av kdllan. Se figur 26 for en skiss 6ver en
sadan situation.
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Figur 26: Skiss 6ver en situation dar en observator skadar en stjirna men ser
tva bilder. En bild ar ljus fran den "direkta” vigen, och den andra &r ljus fran
en viag som deflekterats av en tung kropp. Observatoren ser alltsa en stjarna pé
varje sida om den tunga kroppen, fast det &r samma stjarna som ger upphov
till bada bilderna.
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13 Lektion: gravitationella vagor

Jag star fast vid stéllningen att “allt &r vagor”.

Erwin Schrédinger

Nu ska vi studera hur sma stérningar i en annars platt metrik resulterar i en
vibrerande rumtid. Det visar sig att storningarna breder ut sig som vagor.

13.0 Vagekvationen

Vi minns fran véara studier i partiella differentialekvationer en operator péa formen
0,0" som ibland kallas for d’Alembert-operatorn’. Vi siger att en funktion, v,
uppfyller vdagekvationen om

(228) 8,0 =0

Lasare som ar mer vana vid PDE kanske vill skriva ¢y — Z(]h;“l(M ) j; = 0 (med
indices som indikerar partialderivator), men det &r bade fult och jobbigt.

Vagekvationen beskriver en hel del i fysiken. Vattenytan, stringarna pa en
violin, ljud, trumskinn, elektroners rérelse, ljus och kanske &ven gravitation. Om
vi tédnker oss en stilla sjo och vi kastar en sten i sjon s& kommer storningen ge
upphov till vagor. Vattenytan kommer att folja vagekvationen och om energin
ar bevarad i sjon (det dr den inte i praktiken) s kommer vagorna aldrig stanna,
utan for evigt lyda vagekvationen.

Vi kan dven sétta dit en kéllterm, och pa sa sétt skilja mellan den homogena
vdgekvationen ovan och den inhomogena vagekvationen

(229) 00" = j

Dér j ar en kéllterm. Man skulle i var sjo-analogi kunna ténka sig j som en
kran som evigt droppar ned i sjon (dér den okade volymen och massan fran
dropparna evigt forsummas séklart).

Vi ska nu understka om det gar att fa metriken att uppfylla nagot slags
vagekvation. For att gora det latt for oss undersoker vi detta i en néstan platt
rumtid.

13.1 Linjir approximation for rumtiden

Vi forestéller oss en néstan platt rumtid, dar

fIbland betecknas 9,0 med O eller 2. Vi anviinder inte dessa.
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Guv = Nuv + h;ux

(230)
By < 1

Med h,,,, en liten stérning som vi i andra ordningen ignorerar. Likasé& derivatorna
av den,

(231) Ol < 1

Vart mal ar nu att skriva om filtekvationerna fér denna néstan platta rumtid.
For det behover vi den inversa metriken, férbindelsekoefficienterna, Riemann-
Christoffel-tensorn, Ricci-tensorn och Ricci-skaléren.

Inversa metriken far vi enkelt fran att g,, g** = §%. Ignorera andra ordningen i
hy sé far vi inversa metriken

(232) g =g — p

Eftersom vi ignorerar andra ordningen sa &ar

hHY — haﬂgpagua

o, v

(233)
= haﬁn n

Da var det forbindelsekoefficienternas tur. Lat oss gé till deras definition i termer
av metriken. Vi ingorerar andra ordningen i bade h,, och dess derivata, och
inser att n-delen av metriken &r konstant och dérfor saknar derivata. Da far vi

(0% 1 (e
(234) re = X B (Ouhpe + 0uhaw — Oahyw)

Néast pa tur dr Riemann-Christoffel-tensorn. Vi noterar att termerna med I'T’
blir andra ordningen i derivatan av h,, . Sa kvar blir

(235) B = 0,17, — 0,17,

Vi kan stoppa in detta i vara uttryck for ', och forsta att partialderivatan
inte kommer ge nagon verkan pa 7, eftersom den &r konstant. Vi far da
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1
(236) Bpa/u/ = _577P04 (auaahow + 6H8Vh0t<7_

- auaahua - auﬁahau - avauhaa + auaahua)

Vi vet att partialderivator kommuterar och metriken ar symmetrisk sa det
reducerar ned till

1 (o4
(237) BY 4y, = = 51" (Ouohay = OpBatiug = 0y0shan + 0y0ahyo)

opv

Det far bli vart uttryck for Riemann-Christoffel-tensorn.

Nu drar vi ihop den, B?,,, = R,,, och far Ricci-tensorn. Vi ignorerar hogre
ordningen i stérningen och far

1
RUU = _§n/i(¥ (auao-hal/ - auaahllo' - ayao'hau + ayaahu,o')
(238) 1
= =5 (OuDhls = 0,0 by — D01l +0,00h)

Vi ser att vi fatt en d’Alembert-operator, det ser ju lovande ut. Vi passar &ven
pa att definiera g*"h,, = hﬁ = h. Vi skriver om som

(239) Ry = —= (0,050 + 8,05h% — 8,0"hyye — B,05h)

1
2

Dé tar vi slutligen Ricci-skaléren. Aterigen ignorerar vi hégre ordningens termer
och far

R = _%770'1/ (8/1460']7/5 + 81/6(1}7’? - aMalu‘hllo' - 8V80'h)
(240) _ _% (0,05 117 + 0,0,h*7 — 8,0"hS — 8,0” h)
= 0,007 — 0,0"h

Fran dessa byggstenar kan vi uttrycka Einstein-tensorn

(241)

1
G/,Ll/ = Ruu - §guyR

= 2 (0 O+ 00— Dad Dy — 100 B + 100" D)
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Vi infor Ay, = by, — %nﬂyh. Ersétt by, — by + %h i uttrycket sa far vi

(242) Gy = = (0%0uhay + 00y Rpa — 100 hag — 000 hy)

N

Resultatet blir alltsd en liknande ekvation men med en term mindre. Nu ar vi
redo for att studera gravitationella vagor.

13.2 Gravitationella vagor

Vad vi nu lart oss om néstan platt rumtid vill vi féra 6ver pa en platt rumtid
med en liten storning. Vi vill i synnerhet studera hur den stérningen beter sig.

Vi kommer hér att utnyttja ett koordinatbyte, som givetvis inte férédndrar
fysiken, men som gor det vi skall studera mer uppenbart. Koordinaterna vi
byter till kallas for Lorenz-stickfastheten. Den kénnetecknas av att alla termer i
Einstein-tensorn blir 0 utom den sista. Vi far

Gy = 5 (0°0uhiar + 0“0l — M 0° 0 Frag — 000y

N |

(243) )
= = 50a0" T

For tomrum har vi T, = 0, och det innebér att G, = 0, sa i de hér koordi-
naterna blir det tydligt (de finns saklart i alla koordinatsystem) att metrikens
storning uppfyller

(244) 00 0Py =0

Vilket ar vagekvationen for en vag som utbreder sig med hastigheten 1 som
alltsa ar ljusets hastighet.

13.3 Polarisering av gravitationella vagor
Metrikens storning, h,, har 16 komponenter. Hur manga frihetsgrader har den?

Eftersom vi vet att den &r symmetrisk, h,, = h,, s sjunker det 16 — 10. Vi
ska nu byta koordinater ater, s att det framgér att den faktiskt bara har 2
frihetsgrader, som motsvarar dess polarisationsmoder.

Lorenz-stickfastheten, 0h,, = 0, ar fyra villkor, som ytterligare reducerar
frihetsgraden 10 — 6.

Lorenz-stickfastheten definierar en 4-parameter-familj av koordinatsystem som
ar relaterade till varandra genom translation. Att lasa denna translation ger
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fyra villkor, som ytterligare reducerar frihetsgraden 6 — 2. Det speciafall av
Lorenz-stickfastheten som vi véljer for att géra polarisationsmoderna uppenbara
kallas for den transversella sparldsa stickfastheten. Det valet beskrivs med en
observator som ror sig med hastigheten U*, och vi laser den sa att h,, U* =0
och skalar den s& att h = hf; = 0. Da har vi dven att hy, = hy,, sd hidanefter
kan vi aterga till h,.

Vi roterar vart koordinatsystem si att U¥ = 0y, alltsd riktad helt i tidslika
koordinatriktningen med storlek 1 (ljusets hastighet), och vigen propagerar
helt i 3-riktningen.

Vi har da att h,o = 0 fran det transversella sparlosa villkoret. Vidare har
vi Oohoy + 03hs, = 0, men eftersom den forsta termen &r 0 redan, sa har vi
Oshs,, = 0. Vi kan nu anvéinda vara kunskaper om vagfunktioner for att anvénda
dessa villkor.

Vi vet att en 16sning till vagekvationen kan skrivas som

ikyx?
(245) hyw = Apve

D4 ser vi att derivatorna bara ger konstanter multiplicerade med vagfunktionen
sjalv. Ett uttryck som Oy hy, = 0 innebér da att k- by, = 0, for nagon konstant,
k, och didrmed h,, = 0.

Med dessa villkor har vi bara fyra termer kvar som kan vara nollskilda i den
hér stickfastheten, hiy, hio, ho1, hos. Detta ger oss tva frihetsgrader ty vi har
villkoren (fran symmetri respektive sparloshet)

hiz —hg1 =0

(246)
hi1 4 ha =0

Vi har nu visat att vi med en godtycklig liten storning i en platt rumtid uppfyller
en vagekvation med tva frihetsgrader. Dessa kallas for vagens polarisation. Vi
kan alltsa skriva storningen som en summa av tva termer. Den ena har hy; =
—hgao # 0, och vi kallar den for +-polarisation. Den andra har his = hoy # 0,
och vi kallar den for z-polarisation.

+-polariserade vagor kan vi betrakta som att rumtiden drar ihop sig och sen
utvidgar sig langs tva axlar, som formar ett +-tecken. De gor det harmoniskt,
sinusoida svangningar, fasforskjutet en halv period mellan axlarna.

P& samma sétt ar z-polarisationen for ett par axlar som &ar vridna fran + med
ett kvarts varv. Se figur 27 for en skiss 6ver en halv period av denna situation.

Vi kan notera att detta falt dr ett med spinn 2. Det kan vi avgora fran pola-
risationens egenvarden, eller, ekvivalent, genom att fundera over symmetrin.
Hur mycket maste vi vrida + och z for att de ska atervénda till + och z? Vi
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Figur 27: Ett attaekrigt hjul med ekrarna i linje med koordinataxlarna och dia-
gonalerna. For varje situation ar en cirkel ritad som motsvarar det oféréandrade
hjulets form tillsammans med en ellips som visar det forédndrade hjulets form.
Tre punkter ldngs en halv period &r ritade. Vid I ar effekten av +-polarisationen
utdragande i vertikal riktning. Hjulets ekrar i denna riktning dr ldngre, och
de vinkelrata, horisontella, &r sammandragna i stéllet. De diagonala ekrarna
paverkas inte. Vid I, alltsa en kvarts period efter I, ar effekten i det neutrala
laget sa hjulets form sammanfaller med det oféréandrade hjulets. Vid I11 &r
vi en halv period efter I. Effekten &r omvénd, nu &r de horisontella ekrarna
utdragna och de vertikala sammandragna. De diagonala paverkas fortfarande
inte av +-polarisationen. Hjulen undertill &r ritade i motsvarande situation for
z-polarisation. Har paverkas inte de vertikala och horisontella ekrarna.

ser ju att gravitationen strécker eller drar ihop rumtiden lings hela axeln, sa
om vi bara vrider ett halvt varv sa &r vi tillbaka. JAmfér det med fermioner
(Dirac-filtet har spinn 3) som vi maste vrida tva varv fér att komma tillbaka
med.

13.4 Geodeter i gravitationella vagor

For att undersoka hur materia paverkas av gravitationella vagor kan vi betrakta
tva intill-liggande geodeter och underséka hur avstandet mellan dem fordndras
som en effekt av gravitationella vagor.

Den geodetiska ekvationen har vi redan sett
dv?

(247) D0 =0

Det &r krangligt att rdkna ut forbindelsekoeflicienter sa vi begréansar oss till ett
specialfall, v = 0y, alltsad en partikel vars hastighet &r rakt framéat i tiden. D&
far vi
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dv?
(248) I +I%,=0

Om vi gar till definitionen av férbindelsekoefficienten ser vi att den beror av
komponenter av h,, som i vart val av stickfasthet ar 0. Vi far alltsa

dv?

— =0
dr

(249)

Vi kan integrera det for att f& en koordinatrepresentation av geodeten, den
blir z# = b* + 6)7. Alltsd konstant i rummet och avancerat med 7 fran en
tidspunkt.

Nu betraktar vi en intill-liggande varldslinje och rdknar ut avstandet mellan
dem for att se hur det paverkas av gravitationella vagor.

Ta en till parallell geodet forskjutet i & — y-planet (eftersom var gravitationella
vag gar i z-riktningen s& far vi ingen mer relevant information av att betrakta
skillnad i z-led). Vi vill nu ha ett uttryck for avstandet mellan dem, givet en
kurva mellan tva punkter dér vérldslinjerna skér hyperplanet for en konstant
tidskoordinat. Vi vill rita en sddan kurva och finna lingden av den. Sig att
geodeternas koordinatskillnad i planet &r Az! och Az2. D4 kan vi skriva en
kurva mellan dem som x' = b' + Az' ) och 22 = b? + Ax?)\, for parametern
A € (0,1). Vi rdknar ut lingden av den

1
(250) S = /d/\\/gu(Awl)2 + 2 gio Azt Az? 4 goo(Az?)?
0

= gu(Agcl)2 + 2. groAzt Az + ggg(Ax2)2

Lat oss skriva ut metriken i termer av var storning.

(M1 + h11)(Az')? + 2 (12 + hi2) Azt Az? + (o2 + hao)(Ax?)? =

251
( ) = (AIl)Q(—l + hll) + 2- ALEIAI2}L12 + (A$2)2(—1 - h22)

Vi kan nu gruppera dessa i de konstanta termerna och stérningstermerna, dér
vi infort h12 = h21 = hx och h11 = _h22 = h+

— [(Az")? + (A2?)?] +
(252) + [h(Az)? + hp Azt Az® — hy (Az®)?]
= [(Az")? + (A2®)?] + [(hs (A2")? — (A2?)?) + hy Az Ax?]
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Vi ser alltsa att avstandet i mellan vérldslinjerna i ett hyperplan med konstant
tidskoordinat kommer att variera med storningens oscillationer.

Lat oss nu koncentrera oss pa den varierande delen som vi kallar for A.

(253) A = [(he(Azh)? — (A2?)?) + hy Az Ax?]

Om vi ténker oss att var forskjutning helt dr i z!'-riktningen sa har vi att A blir

(254) Apr = [hy(Az')?]

Detta kommer vara ett avstand som foljer en sinusoid oscillation som bara beror
av +-polarisationen. Gér samma for z2-riktningen

(255) Az = [—hy(Az?)?]

Vi far samma resultat fast forskjutet med en halv period (—1 = €‘™). Det &r ju
precis vad vi forviantade oss.

Slutligen betrakta en kombination av riktningarna som blir diagonal, Az! =
Az?, da far vi

Apiyge = [(he(Azh)? = (A2?)?) + hyAz' Az?]

(256) = [thxleﬂ

Precis som vi tdnkt oss s kommer denna ldngd bara att forskjutas beroende av
hs. Tag nu slutligen och vind pa diagonalen sa att Az = —Ax?2, da far vi

Api_p2 = [(h+(A:c1)2 —(A2?)?) + hy — Aa:lAIQ]

(21) = [he — Az A2?]

Detta dr samma som forut men forskjuten en halv period.

For en godtycklig riktning s& kommer den att variera med en linjarkombination
av dessa tva polarisationer.

h4 lamnar alltsa diagonalen oféréandrad och h, lamnar korset oféréndrat. Det
hér ar effekten som anvéndes for att detektera gravitationella vagor vid LIGO-
och Virgo-experimenten 2016 e.Kr.

For en mycket fin genomgang av gravitationella vagor med trevliga illustrationer,
se bland annat [Rin01].

118



14 Lektion: kosmologi

Ménniskan har i artusenden skadat stjarnorna och undrat vem som satte dem
déar. Var det méstersmeden Ilmarinen, han som hamrat himlavalvet? Var det
Olympens gudars satt att hedra hjaltarna? Var det Tor som kastade en frusen
t4 mot skyn?

Vi kommer nu studera vad den allména relativitetsteorin kan sdga om kosmos.
Hur det borjade, hur vi kom hit och vad som véantar. Forst en aterblick pa
universum.

14.0 Kosmos

Kosmos verkar folja den koperniska principen. Naturens lagar foérdndras inte
vid translationer i tid och rum. Vidare foljer av Einsteins postulat att position
och hastighet ar relativa och varje referensram déarfor ar lika giltig. Det finns
en oregelbundenhet i kosmos, i det att symmetrier verkar saknas. Kosmos &r
varken tomt eller homogent, inte ens isotropt. Dessa oregelbundenheter maste
komma fran nagot. Einsteins teori kan inte forklara asymmetrier, men det
kanske kvantteorier kan.

Historiskt har vi naturfilosofiska funderingar om kosmos fran de gamla grekerna
och framéat. Med utvecklingen av optiska verktyg s& som teleskop har man
kunnat samla in information om rymden omkring var planet och pa sa sétt
kunnat ldra sig om universum. De flesta sddana métningar grundar sig pa ljus
som fardas genom rymden. Bland annat kan man méta gravitationellt rédskifte
och Doppler-effekten.

14.1 Expansion

Nagot som man pa sa sitt kunnat méta &r universums expansion, som ibland
kallas for Hubble-expansionen. Om vi forestéller oss stjarnorna i ett kubiskt
Bravais-gitter med langd a sa kommer tva intill-liggande stjdrnor vid en expan-
sion, efter tiden dt, att flyttas till ett avstand pa a + da, alltsd med hastigheten
v = ‘é—‘;. Om vi tar tva stjarnor k lingder bort s& kommer de flyttas fran varandra
med ett avstand pa ka + kda. Den har alltsa rort sig med hastighet v = k‘%.
Sa for ett avstand pa AX = ka har vi hastigheten

L da
v= —k‘: Az
258 da
(258) 2.
a

= HAx

Dér vi infort Hubble-parametern, H = % Det skulle kunna vara sa att H inte
ar konstant.
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Om vi forestéller oss nagra stjarnor som ar i vila, borde de inte dra ihop sig
snarare &n att expandera? Gravitation brukar ju vara attraktiv. En mdjlig
forklaring &r att expansionen dr effekten av en exlosion som kallas for den
stora smdllen, eller pa engelska The Big Bang. Universum skulle enligt den
tanken sprungit ur en singularitet och fran den all oregelbundenhet’. Ett till
tecken pa att den stora smaéllen kan ha skett dr observationer av kosmisk
bakgrundsstralning. Ett annat ar den s& kallade nucleosyntesen, alltsad hur
atomkérnorna formades. Vi kan betrakta forhallandet mellan véite och helium i
stjdrnor och formationen av tyngre kirnor.

14.2 Universums alder

Om vi méter forhallandet mellan tva isotoper av uran, U?3% och U?38, sa kan
vi med kunskap om deras sonderfallskonstanter och ett antagande om att de
skapades i ungefar lika stora proportioner fran borjan rikna ut att de skapades
for ungefir (13 +2) - 109 ar sen.

En annan metod &r att méta anisotropin hos kosmisk bakgrundsstralning, da
far man (13.7 4 0.2) - 102 ars alder.

En tredje metod dr att anta att Hubble-parametern &r konstant, Hy, och
dérifran rékna ut hur lang tid det borde ha tagit fér universum att na den
utspridningsgraden som vi kan observera. D4 landar man pa omkring (14+1)-10°
ar.

14.3 Den kosmologiska konstanten, A

Vi har tidigare, i var hérledning av Einsteins faltekvationer, ndmnt att det gar
att lagga till en konstant, A, i berdkningarna och &ndé né ett rimligt uttryck
for stationédr verkan och déarifran korrekta rorelseekvationer. Vi ser tillbaka pa
ekvation 99 som lyder

1 87TGN
(259) Ruu - §guuR + Ag,uu = TT;W

Denna konstant togs inte pa allvar forut utan sattes till 0. Vem &r vi att bara
sitta den till 07 Vi forsoker i stdllet anpassa den till observationerna.

En positiv konstant skulle motverka gravitationen med en avstandsbeorende
repulsiv kraft. Om vi anvéinder den tredje metoden for att bestdimma universums
alder sa kommer en naiv modell 6verskatta universums alder eftersom den
inte tar hénsyn till den starkare gravitationskraften da materia var nérmre
varandra. Lagger vi & andra sidan till den kosmologiska konstanten sa far vi en
motsatt effekt, alltsa att da materia kommer ldngre ifran varandra si accelererar
dem. Dessa motverkande effekter gor att metoden kanske underskattar eller
overskattar universums alder.

TInte bara materiens utspridning utan éven elektrisk laddning och balansen mellan materia och
anti-materia, for mer om sadant, se exempelvis [pseskin]|.
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14.4 TUniversums utveckling, den tidiga epoken

Lat oss borja med att gora nagra antaganden. Detta tvingas vi till pa grund av
att Einsteins faltekvationer ar icke-linjdra och i allménhet svara att 16sa.

14.4.0 Antaganden

Vi gor tva symmetriantaganden

* Homogenitet — universum ser likadant ut Gverallt

* Isotropi — universum ser likadant ut i varje riktning

Dessa tva a priori-antaganden reducerar kraftigt ned komplexiteten i faltekva-
tionerna. Det &r inte l4tt att motivera dessa tva antaganden, och de ar ifraga-
siattbara. Utan dem kommer vi emellertid inte nagon vart.

Antagandena leder till sex rumsliga symmetrier, tre med avseende pa rotation
och tre med avseende pa translation.

Anmdrkelse. Detta kan ekvivalent uttryckas i termer av sex rumslika Killing-falt.
Dessa ar vektorfalt vars integralkurvor inducerar ett flode. Derivatan av tillba-
karyckningen av det en tensor langs flodet med avseende péa flédesparametern
kallas for Lie-derivatan. Om metriska tensorn ar oférdndrad langs ett flode,
alltsa dess Lie-derivata forsvinner, sa dr vektorfaltet som flédet &r integralkurvor
till (ekvivalent hastigheten av integralkurvorna) ett Killing-filt. Se kapitel 15
for mer information.

Den 3-dimensionella delmangfalden som utgér rummet, utan tid, har sex obero-
ende komponenter i sin metrik (kom ihag att den &r symmetrisk). Vi utnyttjar
att det maximala antalet symmetrier f6r en d-dimensionell mangfald ar @
(se sats 9 inklusive bevis), vilket &r lika manga som dess metrik har oberoende
komponenter, se kapitel 15 for ett bevis. Med andra ord &r var rumsliga delmang-
fald maximalt symmetrisk och har konstant krokning, «. Sddana mangfalder
kan inte se ut pa si manga sitt enligt Killing-Hopf-satsen’. Vi kan dela in dem
i tre fall

* k=0 — Platt
* k > 0 — Sfar, kallas ibland for de Sitter-rum

* K < 0 — Hyperbel , kallas ibland for anti de Sitter-rum

TDenna #r applicerbar eftersom den rumsliga delen av rumtiden utgér en Riemannsk mangfald
(singaturen har bara ett tecken). Satsen relaterar ganska mycket till Poincarés formodan, som nu ar
bekraftad.

121



och nedteckna den rumsliga Riemann-Christoffel-tensorn

(260) Baped = K('Yac'de - ’Yad'ch)

dér vi dven infort 4, som den rumsliga metriken, som vi i sféariska koordinater
kan skriva som

(261) )=

: sdr @ dr +r°df ® df + 1 sin®(0)de @ dyp
— RT

Notera hur om vi sétter krokningen till noll, k = 0, far vi ater platt rum.

Denna rumslika metrik ar relaterad till rumstidens metrik med en skalfaktor,
a®(t), som alltsi beskriver universums expansion. Detta dr densamma som i
Hubble-parametern ovan.

(262) g =dt®dt —a*(t)y

Detta far bli var maximalt symmetriska ansats.

14.4.1 Einstein-tensorn

Nu vill vi nedteckna Einstein-tensorn i var ansats-metrik. I vanlig ordning borjar
vi med att rédkna ut férbindelsekoeflicienterna. Termerna pa formen I'*, . gar
att rékna ut. Termerna pa formen Foab och I'*, blir

1—‘Oab = adYab
(263) a

Ty, = Lo

0b a b

Alla andra forbindelsekoeflicienter forsvinner. Fran detta far vi var Ricci-tensor

;
Roo = —3=
(264) 00 a

Rop = (ad + 2(&)2 + 2K)Yab

14.4.2 Materia i homogent och isotropt universum

Nu vill vi nedteckna SEM-tensorn for nagon fordelning av materia och rorelse-
méngd i universum.
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Vi ténker oss att materia foljer ett tidslikt fldde genom universum. Lat oss kalla
hastigheten for u. Den kommer i vart koordinatsystem att vara helt riktad i
tiden, annars skulle vi inte ha isotropi.

Vi parametriserar T*" med tvéa funktioner av tidskoordinaten, p(t) och p(t).

(265) T = (p(t) + p(t))u*u” + p(t)g"”

Rent fysikaliskt representerar detta en perfekt vitska med densitet p(t) och
tryck p(t).

14.4.3 Test av var ansats

Vi séitter in vara antaganden i féltekvationerna pa formen enligt ekvation 97

1
(266) Ry = 8m(Tuw = 5T,

Fran 00-ekvationen far vi accelerationsekvationen

4G N

(267) i=——

A
(p+3p)a+ 3

Dér vi latit A vara med ocksa. Fran de rumsliga ekvationerna far vi Friedmann-
ekvationen

(268)

Dér vi insett att % ar Hubble-parametern som vi tidigare lart kdnna.

Vi har alltsa tva ekvationer, men tre okidnda, p, p och a som alla beror av t.
For att fa nagon ordning pa detta behover vi fler relationer.

14.5 Modeller for vatskor

Med en relation mellan p och p skulle vi ha nog information for att 16sa ovansta-
ende ekvationer. Vi kallar ett sadant forhallande for vétskans tillstandsekvation

(269) p=P(p)



Ofta tédnker man sig ett linjart fall, pa formen p = wp, for nagon konstant w.

Nagra fall av w som kan studeras ar

* W= % — Stralning, alltsé en vétska av fotoner
* w = 0 — Damm, inget tryck

* w = —1 — Kosmologisk, tillater oss att baka in A i trycket p

Det forsta fallet kan fas av att T} = 0 for Maxwell-tensorn, s& om var SEM-
tensor skall modellera fotoner sa maste &ven den vara sparlos.

14.5.0 Losningar

Lat oss nu 16sa ekvationerna 267 och 268 for nagot val av w. Vi kommer fram
till nagra slutsatser.

Till att borja med infor vi foljande funktion

(270) n(w) =3+ 3w

For det enklaste fallet, K = 0 och A = 0 sa l6ser vi ut % och far att den alltid
visar foljande proportionalitet

o) -

(271)

Vidare kan vi l16sa ut a och far

a(t) = aotﬁ, w#—1

(272)
a(t) =, w=-1
Dar situationen w = —1 motsvarar det kosmologiska fallet med nagon konsant,
H.
Mer allmént, for alla typer utom w = —1 har vi att
(273) p(t) o t™2
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Tabell 2: Olika vérden for w for tillstandsekvationen p = wp.

w | n(w) | a(t) Typ
% 4 Vit Stralning
0 t5 Damm

3
-1 0 et | Kosmologisk konstant

Detta far den miérkliga konsekvensen, att i punkten ¢ = 0 (fér vart val av
koordinater) exploderar densiteten. Detta ar The Big Bang.

14.6 Universums utveckling, den senare epoken

Nu funderar vi 6ver situationen da vi har olika modeller for materia samtidigt.
Vi héaller oss fortfarande till linjara modeller, w konstant med négra speciella
varden som vi tidigare beskrivit.

Vi betraktar ett universum som &r en linjdrkombination av olika w, sdg w;.

14.6.0 Densitetsparametrar

Det visar sig smidigt att inféra densitetsparametrar, €);, pa formen

87TGN 1

for materietypen p; som motsvarar w;. Den forsta faktorn &r bara en konstant
skalfaktor. Den andra faktorn &r en funktion av tiden som agerar ett slags
normering. Med dessa parametrar kan vi pa ett enkelt sitt jamfora densiteternas
inverkan med dem som vi far fran x # 0 och A # 0.

K
Q= ——
Kk 242
(275) f @
Q —
AT 32

Med dessa kan vi skriva om Friedmann-ekvationen, 268, som

(276) Q~+QA+ZQJ'=1
J

och accelerationsekvationen, 267, som
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(277) === |+ D (1 +3w)Q;

14.6.1 Dominerande materiemodell under universums
utveckling

Vi vet att

(278) p; oc a”"@s)

Detta ger oss ett féorhallande mellan densitetsparametrarna

(279) Qp o a®Qy o< a®Qpy o a’Q,

dér vi infort 2y for damm och (), for stralning. Vi kan gora observationen
att i ett expanderande universum sa har vi H > 0 ty @ > 0 och a > 0.
Med det kommer att a 6kar med tiden. Vi kan da siga nagot om hur dessa
densitetsparametrar forhaller sig till varandra i tiden.

I ett tidigt skede, d& a &r liten sa4 dominerar stralning, €2,. Med tiden blir den
mindre viktig och Q; dominerar. Sedan skiftar det at att {2, dominerar. Da
tiden gar mot odndligheten kommer Q, vara den enda relevanta densiteten.

Dessa forhallanden beskriver alltsé olika epoker i universums tidsalder.

14.7 Ett sent universum
Vi antar att vi har bidrag fran s, Q. och Q4, men att bidraget fran €, &r
forsumbart. Det ger, till synes, tre frihetsgrader, men Friedmann-ekvationen

pa formen i evkation 276 innebér att en parameter kan skrivas i termer av tva
andra, exempelvis

(280) Q. =1—-Qp — Qp
sa vi har bara tva frihetsgrader.
Vi kan nu borja klassificera olika kombinationer av dessa parametrar.

14.7.0 Krdkningsregioner
Vi har for kK = 0 att Q, = 0. Det medfor
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(281) Qp=1-Qy

Om vi utfor en métning av dessa tva parametrar och hamnar pa den linjen har
vi allts& att kK = 0, och universum &ar platt. Om vi méter Q > 1 — Qp far vi
att k > 0, och universum &r alltsa sfariskt. Om vi slutligen méter Qx < 1—Qpy
far vi att kK < 0, och universum &r alltsa hyperboloiskt.

14.7.1 Accelerationsregioner

Om vi i stéllet for Friedmann-ekvationen anvinder accelerations-ekvationen sa
kan vi dela in métningarna i tre regioner for olika virden av accelerationen for
universums expansion, G. Vi har

1 a 1
H e 3 Qa + Z(l + 3w;)8;
J
(282) 1
= =5 [T+ @) + (1 +wa) ]
1
=—-0Q Q
gt tM + 825
For konstant expansionshastighet, @ = 0, géller alltsa Q) = %Qm.

14.7.2 Aterkollaps

En sista grej vi kan fundera 6ver &r om det finns nagon tid, 7, sadan att

a(t)=0

(283) a(r) <0

I s& fall har expansionen ett maximum, och sedan vénder den och univer-
sum krymper for att slutligen ater kollapsa. Detta kallas ibland fér The Big
Crunch eller, med mindre dramatiska termer, dterkollaps. Alternativet ar oandlig
expansion.

14.8 Maitningar, mork materia och energi

Nu nér vi undersokt vad de olika kombinationerna av densitetsparametrarna
ger for universum kan vi jamféra med faktiska métningar. Det visar sig att vi
har ungefar
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Q. =0
(284) Qu = 0.3
Q=07

Detta skulle sétta oss precis pa linjen for k = 0, alltsa ett platt universum.
Vidare hamnar vi i regionen déar d > 0, alltsa accelererande expansion. Slutligen
finner vi oss i regionen for odndlig expansion. Det bor tilliggas att det saklart
finns métonogrannheter, sa det 4r mojligt att vi inte ligger exakt pa exempelvis
Kk =0.

For en skiss 6ver de olika regionerna och experimentellt uppmétt virde, se figur
28.

Figur 28: Densitetsparametrar och de olika regionerna som kombinationer dem
emellan bildar. Det experimentella virdet for dem &r inritat som en sned-
streckad cirkel. Tva linjer &r inritade som delar parameterrummet i olika fall
med avseende pa tecken for k och d. En tredje kurva delar parameterrymden i
fallet ofindlig expansion (markerat OE) och aterkollaps (markerat AK). Formen
pa denna kurva &r inte hirledd hér, men en viktig egenskap &r att den alltid
ligger i regionen a < 0, ty annars skulle det inte finnas ett maximum for a.

Vi kan alltsa sdga att bidragen fran densitetsparametrarna ar
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Krokning — 0%
(285) Materia — 30%
Kosmologisk konstant — 70%

Det finns ett stort problem i det, ndmligen att observationer av observerbar
materia endast uppgéar till 5%. Det innebér att det borde finnas motsvarande
25% materia i andra former &n dem som vi kan observera (standardmodellens
partiklar). Denna form av materia kallas dérfor for mork materia. Vi kan inte
observera den annat &n i dess gravitationella effekt. P4 samma sétt ges ofta
bidraget fran den kosmologiska konstanten namnet mdérk energi. Vi kan alltsé
skriva om biragen som

Krokning — 0%

Materia fran standardmodellen — 5%
Mork materia — 25%
Mork energi — 70%

(286)

Detta avslutar den tillimpade delen av dessa lektioner.
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IV: Fordjupning

130



15 Extralektion: matematisk férdjupning

Om jag bara kéinde till mer matematik!

Erwin Schrodinger, 6versatt fran tyska

Héri presenteras blandade d&mnen som relaterar till den matematik som ligger
bakom den allména relativitetsteorin. En del av harledningarna ovan lamnade
luckor som vi héar &mnar fylla i gen. Déartill presenteras ett fatal &mnen inom
differentialgeometri som kan vara av intresse men som mest ar for att vicka
torsten efter fortsatta studier.

15.0 Harledning av Euler-Lagranges ekvationer

Vi ska nu hérleda Euler-Lagranges ekvationer sa som de presenterades och
nyttjades i kapitel 4 och 6.

Vi borjar med en lagrangian (egentligen lagrangiandensitet, se kapitel A) pa
formen

(287) L(0,P;(z), ®;(zt), z")

Den beror alltsa av koordinater (vi antar d dimensioner), ett antal skalarfunk-
tioner och dessa skaldrfunktioners derivator i de olika koordinatriktningarna.
Vi betecknar dess verkan med

(288) S = / dazL

Villkoret for stationér verkan séger att variationen av denna skall forsvinna

0=46S
_ d
(289) —(5/d xL

= / d?zsL

med villkoret att variationen i &ndpunkterna forsvinner. For en kurva innebér
det alltsa vid kurvparameterns dndpunkter. For ett filt 6ver R? innebér det
mot odndligheten.

Lat oss betrakta fallet d& lagrangianen &r symmetrisk med avseende pé transla-
tion i ¥ — oM + Azt.
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(290)
L(0,®;(a"), B ("), a") = L9, (2 + Ax), &;(a" + Aat), 2" + Aat)

D4 kan vi skriva variationen som

oL oL
d _ d . ;
(291) /d xoL = /d x {8(8/1(%)6(8”@])—!- 8<I>j5q)j}

Nu utnyttjar vi att 6(9,®;) = 0,(0P;).

oL oL
2ol = [ da | =———=0,(6D;) + —0D;
(292) /d xoL /d x [a(aﬂ(pj)au(é 5) + 8<I>j6 ]}

For att inse att detta stdmmer kan vi ga tillbaka till definitionen av variationen

d
6(0,®;) = £|s:06u(q)j +6®;)

293 d
(203) = oo |e=00u®; + €0, (6%;)

= a/t (5(I’j)

Mer allmént kan sadana argument goras for alla linjara operatorer, I, alltsa
0F(g) = F(dg), for nagon funktion g. Om vi nu utnyttjar kan vi skriva om
forsta termen i integranden tack vare produktregeln:

oL oL oL
_ T 5 ) = T 5P >,
a“(a@@j)‘s ) O 50,3, T a0, O

(294) —

oL oL oL

a(auq)j)a“(a(bj) B 3“ <a(auq)j)5q)j> - aﬂ a(auq)j)5¢j
Vi sétter in detta och far
oL oL oL
d — d ) -9,———0D; + —5D;
(295) /d 0L /dw[@u (3(3,}15-)6 j> 6”6(3“%')6 J+aq)j§ j

Med véara statiska randvillkor inser vi att den forsta termen férsvinner. Parti-
ell integration, exempelvis, ger att den beror av variationen vid randen som
férsvinner. Kvar blir alltsa
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oL oL
d _ d.. | L9k
) /d xdﬁ—/d x{ 8#8((9“%)5@] + 8%5@]}
oL oL

_ d o = X
= [ 4 { %o, a@} o%;

For att detta skall férsvinna for godtycklig variation, 6®;, sa har vi alltsa
villkoret

oL oL

0 0,8, o,

Det ar detta som kallas for Fuler-Lagranges-ekvationer, och vi far en sadan for
varje filt, ®;.

15.1 Noethers sats

Det skulle inte skada det gamla gardet vid Gottingen att bli
undervisade av froken Noether. Hon kan sina grejer.

Albert Einstein, 6versatt fran tyska

Vi gjorde en skissartad formulering av Noethers sats i kapitel 6. Den &r central
inom féltteori och dérfor manga moderna fysikaliska teorier. Nu ar det dags att
formulera den ordentligt och bevisa den.

Sats 0 (Noethers sats)
Varje kontinuerlig symmetri till en lagrangian ger upphov till en bevarad strom och
varje bevarad strém motsvarar en kontinuerlig symmetri till lagrangianen.

Lat oss nu férséka bevisa detta och forklara vad det betyder.

Bevis
Lat £(0,®;,®;) vara en lagrangian for ett géng falt, ;.

Lat X vara en kontinuerlig transform av dessa falt
(298) O (a) = @;(a") + X;[0;(2")]

Da dr X en symmetritransform av félten, givet lagrangianen, om de bara
paverkar lagrangianens verkan med en divergensterm (ibland kallat for ytterm),
alltsa en term som inte paverkar variationen. Mer konkret
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L L(0,9},9))

(299)
= £(0,®;,®,;) + 0,F"

Da far vi att verkan fordndras

(300) / dzl — / d?zL + 8, F"

Sa vi ser att villkoret 6.5 = 0 inte forandras eftersom den sista termen forsvinner
vid partiell integration.

Lat nu X vara en godtycklig kontinuerlig transform i falten, sa att
(301) Xj(®;) = 69,

Da kommer lagrangianen fordndras enligt

(302) 5L = L(0,(D; + 60;), ) + 60;) — L(9,D;, D)

Vi taylorutvecklar och ignorerar termer av ordning 0®; eller hogre.

oL oL

Hér kan vi anvénda samma trick som forut, §(9,®;) = 0,(6®;) och produktre-
geln baklénges, se ekvation 294,

oL oL oL
== —9,—= ), R dy ¥
(304 oL <a<1>j a“awmbj))é J”’“(aw@j)‘s >

Vi kénner i gen den forsta parentesen som Euler-Lagranges-ekvationer. De
férsvinner. Kvar blir alltsa

(305) 5L =0, (a(;fpj)@j)
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Lat oss kalla detta for 6£ = 0, F*. For en allmén kontinuerlig transform, X
har vi alltsa

WF =0, <6(2fq)j)Xj(¢'j))

(306) —

Vi har alltsa i hogerledet en bevarad strom, alltsa ett divergensfritt vektorfélt,
j* definierat enligt

(307) = ((9(5;]_) - F“)

Baklangesviigen ar uppenbar (antag en divergensfri strom pa den formen, sétt
in och se att det motsvarar en kontinuerlig symmetri). BY

Anmdrkelse. Det &r centralt att forsta skillnaden mellan termern i parentesen
i ekvation 306. Det &r ldtt vid en forsta anblick att tdnka att de &r desamma.
Om man inte inser skillnaden bér man ga igenom négra exemplares.

For att gora detta mer tydligt soker vi hérleda nagra sddana bevarade strémmar.
Detta gjordes skissartat i lektionen om materia, kapitel 6, men har d&mnar vi
gora det mer grundligt.

15.1.0 SEM-tensorn

Lat oss betrakta en teori som &dr symmetrisk med avseende pa translation i rum
och tid. D& kan vi gora transformen pa koordinaterna

(308) at — 't =gt — et

Faltet dndrar sig enligt

(309) O(zH) — &' (2) = d(aH + &)

Expandera och ignorera andra ordningen i ¢

(310) Dz + ) = B(ah) + 8, B (a")
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Pa liknande sdtt dndrar sig da var lagrangian

(311) L — L") = L(a" + ")

Vi expanderar och ignorerar andra ordningen i €.

(312) Lz +et) = L(z") + €70, L(z*)

Dér den sista differentialoperatorn saklart &r den totala derivatan med avseende
pa koordinaten (snarare &n att skriva ut alla partialderivatorna explicit). Den
sista termen dr var 0, F". Dessa utgor fyra olika symmetritransformer. Vi tar
dem en och en i ordning. Lat transormerna vara en i varje koordinatriktning
med lédngd e. Vi tar det i riktningen 2 och far da bevarad strom, j& enligt (vi
kan bryta ut )

oL
— 1
8, 5O.T) 8,® — F!
(313) .
jb = 0, — FF

Dessa &r alltsa, en for varje riktning, v, bevarade strommar. Med var definition
av F'* i varje riktning, F¥ definierar vi

oL
w— _JH
(314) A

15.1.1 Elektrisk strom

Lat oss forestélla oss en lagrangian poa formen

(315) L=0,20"®+m*®*P

Dér ®* dr komplexkonjugatet av ®. Vi betraktar dem som oberoende filt, och
det ar ett séitt att gora det pa men man hade lika gdrna kunnat studera till
exempel realdelen for sig och imaginérdelen for sig. En sadan lagragnian &r
invariant under symmetritransformen

(316) P — O = Pe'™
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Dar « ar en reell parameter. Notera hér att vi inte har nagon divergensterm,
F#* = 0. For en infinitesimal transform kan vi ignorera hégre ordningens
storningar och fa

(317) Aa® = iad
Aad* = —iad*
Vi far da den bevarade strommen

T

(318) 9(0,®) 9(0,9%)
= i(BO'D* — D* 9" D)

Detta &r den bevarade strommen som motsvarar elektrisk stréom for en teori
dar ® representerar ett falt for laddade partiklar och ®* ett félt for partiklar
med motsatt laddning, alltsé anti-partiklar.

15.2 Palatinis identitet

I variationen av Hilberts verkan, kapitel 7, anvinde vi oss av Palatini-identiteten
utan att hérleda den.

Sats 1 (Palatinis identitet)
Givet Levi-Civita-forbindelsen kan variationen av Ricci-tensorn skrivas som
kovarianta derivator av variationen av forbindelsekoefficienter

Ry, = V007, — V,0I7 &

Vi far vél forsoka bevisa det med vad vi redan vet, men foérst behover vi ett
litet resultat

Sats 2 (Forbindelsekoefficientens tensoregenskap)
Skillnaden mellan tva forbindelsekoefficienter dar en (2, 1)-tensor. BY

Vi borjar med att bevisa denna lilla sats

Bevis

For att inse att skillnaden mellan tva forbindelsekoefficienter &r en tensor, alltsa
en multilinjar avbildning, kan vi betrakta hur forbindelsekoefficienten férandras
vid ett basbyte. Vi betraktar tva baser, e, som induceras av kartan x, och f,
som induceras av kartan y. D& har vi att

ox®

(319) Ju= e

€a
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Vi minns att den kovarianta derivatan av en basvektor ger oss forbindelsekoeffi-
cienten

(320) Vi fr =T% W) fa

Lat oss nu gora basbytet. f, = %%aea. Sétt in det i uttrycket

ozt
Vifs =Via <ay5 eu)
0% ah oz Ozt
= 76;,{ + JR————
Oy Oys Oy OyP

_ (9 _,_Lx/\oﬁmipv (z) ) e
—\oyedyB T ayr oys - M v

(321) Vescn

Vi inser att hogerledet i ekvation 320 kan skrivas om som (byt bara bas for
vektorn)

oz

(322) P W) o =T ) (5 2

)ex

En jamforelse mellan detta och sista versen i ekvation 321 leder till att forbin-
oz
dy™ )

delsekoefficenterna maste transofrmeras enligt (verka med inversen av

B oz> OxH Oy _ 0%x” Oy

323 7 == 7 I v ZI
(323) op¥) Oy> OyP dxv (@) + OyeOyP Oxv

Vi kan fran denna transformegenskap se att den forsta termen ar vad vi for-
vantar oss av en tensor, den transformerar som en multilinjar avbildning. Den
andra termen forstor den egenskapen. Vi kan ocksa se att den andra termen
alltid ser likadan ut, oavsett vad det ar for forbindelsekoefficient. Det innebér
att den termen forsvinner for transformen av skillnaden mellan tva férbindelse-
koefficienter. En sadan skillnad transformerar darfér som en tensor. Darmed
har vi fatt vad vi ville. B¢

Nu kan vi ga vidare till beviset for Palatinis identitet
Bevis

Vi gar till Riemann-Christoffel-tensorns definition i termer av Levi-Civita-
forbinelsen (se ekvation 17)
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(324) chr;w = aﬂrpua - al/rp,ucr + Fpp)\]‘—‘)\ucr - Fpl/)\]‘—v\uo

Vi tar nu dess variation (och anvénder &ven hér att 6(0,f) = 0,(0f))

0B*,,, = 001", — 8,0, +

325
( ) + 5FP/L>\F>\UO' + FP/D\(SF)\VJ - (n_‘pu}\]‘—‘)\ua - FPVA(SF)\;LJ

Hér utnyttjar vi egenskapen att skillnaden mellan tvéa forbindelsekoefficenter &r
en tensor. Det medfor att vi kan ta kovarianta derivator av skillnader, sa som
oI, Vi gor det:

VoI’ = 0,17, + 17 6T, =T, 617, T, 61"
(326)
_aﬂrpua = FPHA(SFAVO' - FA,LLV(SFPAO' - F)\MO'(SFPV)\ - VM(SFPVO'

Anvind den sista likheten for att ersétta alla termer pa formen OT'. Da férsvinner
néstan alla termer. Det enda som blir kvar &r

(327) 8B, = V007, —V,0I"

Nu kan Palatinis identitet enkelt fas genom att dra samman tva indices (defini-
tionen av Ricci-tensorn)

Rs, =0B%,,,

(328)
=V, 07, — V0T,

S4 enkelt var det. ¢

15.3 Mer om mangfalder och knippen

Vi gick i de forsta lektionerna bara igenom det mest grundliggande om mang-
falder. Nagra fler saker kan vi ta upp som &r roliga att forsta sig pa.
15.3.0 Delmangfalder

En enkel struktur vi kan skapa fran en mangfald &r en delmdangfald. Det &r en
del av mangfalden som arver topologin fran den. Foér att definiera det behéver
vi forsta hur man arver en topologi. Vad vi behover ar delmdngdstopologin
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Definition 45 (Delméngdstopologi)
Lat (M, O) vara en topologisk mangd och lat N C M. D kommer mangden

Oly = {UNN|U € 0}

utgéra en topologi for N som kallas for delmdngdstopologin eller underrum-
stopologin. BY

Nu ar vi redo att definiera delmangfalden.

Definition 46 (Delméngfald)
Lit (M, O) vara en mangfald och lat N C M. Dd dr (N,O|n en mangfald som
kallas for en delméngfald till (M, O). B3

15.3.1 Framatskjutningar och tillbakaryckningar

Lat oss nu definiera tva viktiga begrepp. Vi borjar med att ge ett annat namn
at differentialen for en funktion i en punkt. Det later mérkligt och tills man
studerat differentialgeometri dr det markligt.

Definition 47 (Framéatskjutning)

Lat @ : M — N wvara en glatt avbildning mellan tvd basrum till var sitt knippe,
(M, 7trpr, TM) respektive (N, nrn, TN). Dd dr framétskjutningen av ® en
Sfunktion

®,:TM —- TN

sadan att
X~ 9,(X)

ddr den verkar pd en glatt funktion, f : N — R, enligt

. (X)(f) = X(fo®)
el

Framatskjutningen tar alltsa en vektor i T), M och avbildar pa en vektor i Tg ) N
sadan att den nya vektorns verkan pa en funktion motsvarar den gamla vektorns
verkan pa sammanséattningen av ® och funktionen. En skiss 6ver situationen
ges i figur 29.

Innan vi fortsétter sa betraktar vi komponenter av dessa med avseende pa kartor

och kartinducerade baser. Lat (U, x) vara en karta ur en atlas, Ay, for M, och

(V,y) vara en ur, Ay, for N. Da har vi att % (hér &r vi sérskilt noggranna
(p)

med notationen for att podngtera att tangentrummens basvektorer bara &r
giltiga i sitt tangentrum som hor till den associerade punkten pa mangfalden) &r
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fo
M ¢/\/

Figur 29: Skiss 6ver framéatskjutningsavbildningen. Den tar vektorn X i T, M
och avbildar pa ®.X i Ty, N sa att ®,.X verkar pa funktionen f pa samma
sétt som X verkar pa funktionen f o ®.

basvektorer fér T, M som inducerats av kartan. Da ska alltsa @*(%7)) vara en
vektor i T,y N. Da ska vi kunna extrahera komponenterna (som hb'; till basen
som induceras av y) ur denna vektor med hjilp av dualbasen, dy(”qj(p)) (dar vi
aterigen har varit noggranna med att hinvisa till punkten) for T;)(p)N . Vi far
(hall koll pa var baserna &r giltiga, for notationen undertrycks hidanefter)

« (e} a
q)*ﬂ =dy (‘I)*W)

9\ .
”*(m)y

(329) = (o)

9 o
= @(y o @)
a(i)(x
OoxH

Diir vi definierat Phi = y o ®. Notera hér att dim(M) och dim(N) inte behéver
vara lika och dérfor kommer eventuellt o och p vara ur olika indexméngder.

Ja men framatskjutning &r ju fin och s& men vad ar den bra for? Foljande sats
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ar ett fint resultat

Sats 3

Om vy :R — M dr en kurva pa M och ® o~ : R — N dr en kurva pi N sd
kommer ®, att skjuta kurvans hastighet, v, till motsvarande kurvas hastighet,
Vdory, alltsd Pu(vy) = Vapoy- e

Bevis
Vi bevisar den punktvis. Lat p = ~v(Ag). Da géller for varje glatt funktion
f: N —Ratt

Do (Vy,p)f =vyp(fo®)
=((fo®)ov)' (M), (Definitionen av hastighet)
(330) =(fo(®ov)) (M), (Sammansittning ir associativt)
= VUdoy,d(v(No))f> (Definitionen av hastighet)

= Vo, (p) f

Den sista versen visar verkan pa en funktion som vgoy ska gora det i den
punkten. Eftersom det géller fér varje punkt géller det Gverallt. BY

Se figur 30 for en skiss 6ver situationen.

M /\M

Gy
ad N

Figur 30: Skiss 6ver framskjutningen av en hastighet. Den avbildar hastigheten
for en kurva, «y, pa hastigheten for kurvan ® o -y. Punkten ®(p) ar forkortad till

q.
Det finns ett systerbegrepp till framéatskjutningen ockséa. Lat oss definiera det.

Definition 48 (Tillbakaryckning)
Lat (M, 7wprp, TM) och (N, N, TN) vara tvd glatta fiberknippen och © : M —
N en glatt funktion. Tillbakaryckningen, ®*, av ® definieras dd som
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o :T*N - T"M

sa att

w— P*(w)

Den definieras av sin verkan pd vektorer. Sdg att w € Ty M for ndagon punkt,
p € M, da verkar den pd vektorer, X € TpM enligt

" (w)(X) = w(®«(X))
4

Denna ar liksom dualen till framétskjutningen. Vi kan bérja med att studera
den i en karta pa samma sétt som for framatskjutningen, men nu hamtar vi
komponenterna med basvektorerna 8‘% i stéllet for baskovektorerna dz*. Lat
oss anta samma situation, allts 1at (U, x) vara en karta ur en atlas, Ay, for M,
och (V,y) vara en ur, Ay, f6r N. Givetvis har vi p € U och ®(p) € V (annars
skulle det vara ganska meningslost). Vi har att for en kovektor dy® € Tq";(p)N s&
kommer ®*(dy®) vara en kovektor i T,y M. Da kan vi extrahera en komponent

enligt

9
OoxH

o
(331) Ot

99
- Oxk
= ‘I)fu

i = B (dy”)

Vilket mérkligt resultat. Framatskjutningen och tillbakalyftningens komponenter
ar exakt samma. Hogst kuriost. Lagg ater mérke till att dimensionen av de
olika mangfalderna kan skilja sig sa att det finns ingen garanti for att o och p
kommer ur samma indexméngd.

15.3.2 Inducerad metrik

Lat oss laga en snabb liten tillimpning av vara nya favoritavbildningar.

Definition 49 (Inducerad metrik)

Lit (M, wrp, TM) och (N, 7wy, TN) vara tva glatta fiberknippen och ® : M —
N en injektiv funktion. Om vi kdnner till en metrik, g, pa TN sd kan vi skapa
en inducerad metrik, gr;, pd TM. Den definieras i termer av ®, sd som
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for alla X,Y € T,M. BY

I termer av en bas kan vi skriva den som komponenter enligt

Ha Ho
(332) (9300 (9) = 900(®(p)) (gj;) (2:)
é(p) 2(p)

Detta kan ekvivalent uttryckas i termer av tillbakaryckningen.

15.3.3 Inbidddningar, nedsidnkningar och inlevelser

Nu nér vi har definierat framatskjutningar och tillbakaryckningar &r vi i stand
att fundera pa hur vi kan avbilda mangfalder péd andra mangfalder. Vi &r, sen
vi var sma, vana med att avbilda S! eller S? i R? respektive R3. Vi har dven
ibland rakat i problem, s& som da vi ska avbilda Klein-flaskan i R3. Det gar inte
alltid att avbilda utan att tvingas lata mangfalden korsa sig sjéilv. Situationen
ar inte helt olik den att rita planidra grafer pa ytor med skilda genera (hogt
genus gor att grafer kan ritas planiirt som inte kan det pa ytor med ligre genus).
Vi ska nu forsokra reda ut vad det betyder att korsa sig sjalv (betydelsen &r
inte lika enkel som for grafer) och under vilka férutsiattningar man kan gora
olika bra avbildningar. I synnerhet ar vi intresserade av att avbilda méangfalder
pa R,

Definition 50 (Inlevelse, nedsédnkning)
Lit (M, wrp, TM) och (N, 7wy, TN) vara tva glatta fiberknippen och ® : M —
N en glatt funktion. Da kallas ® for en inlevelse av M i N om

(®.), : TpM — TN

ar injektiv for alla p € M.

Om vi i stillet krdver att ((I>*)p den dr surjektiv kallas ® for en nedsdnkning
av M i N. 5

Vi ser omedelbart att vi behéver ha dim(M) < dim(N) f6r en inlevelse och
dim(N) < dim(M) for en nedsédnkning. Lat oss ta ett exempel pa en inlevelse.

Exempel

Tag S' och avbilda den som symbolen for siffran atta i R2. Den avbildningen
ir inte injektiv (tva punkter av S* avbildas pa punkten i R? dér attan skiir sig
sjilv), men avbildningen av tangentrummen &r injektiv, ty i punkten dér de
korsar kommer tangentrummen ligga i olika underrum av R2. Se figur 31 for en
skiss Gver situationen. BY
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Mot-exempel

Ett exempel pa en avbildning som inte fir en inlevelse &r en dir vi tar S?
och avbildar den pa R? si att den tangerar sig sjilv i en punkt. Da kommer
inte framéatskjutninen av tangentrummen att vara injektiv eftersom de tva
tangentrummen i den punkten ligger i samma underrum till R2. Se figur 32 for
en skiss Gver situationen. Y

Exempel

Ett annat vilkiint exempel dr Klein-flaskan som kan inlevas i R®. Den tvingas
da korsa sig sjélv. Den &r intressant eftersom den inte ar orienterbar, och dérfor
géar det inte att definiera integraler &ver den. Se kapitel 5. BY

Figur 31: Skiss 6ver en inlevelse. Tva punkter, a och b, i S! avbildas pa samma
punkt, ®(a) = ®(b) i R%. De tillhérande tangentrummen, 7,S' och T;S*,
avbildas diiremot pa olika underrum, ®,(7,S') respektive ®,(7,S5') av R%. &
dr alltsa inte injektiv, men &, &r det.

De é&r ju roliga. Vi kan definiera nagot &nnu starkare

Definition 51 (Inbdddning)

Lat (M, 7wy, TM) och (N, mrn, TN) vara tvd glatta fiberknippen och © : M —
N en glatt funktion. Da kallas ® for en inbdddning om den dr en inlevelse som
dessutom uppfyller att ®(M) C N dr homeomorf (det finns en bijektion som dr
kontinuerlig med kontinuerlig invers) med M ddr vi tar delmdngdstopologin for

®(M) som drvs frain N. s

Anmdrkelse. Ibland anvinds termen topologisk inbiddning for att beskriva
homeomorfier som inte har den glatta strukturen bevarad, alltsa kravet att de
ska vara inlevelser tas bort. Definitionen ovan kallas i fallen dar man vill skilja
mellan dem for glatt inbiddning.

Inbaddningar &r vi vana vid. De gor att vi kan rita mangfalder i sina helheter i
R? utan att behova ta till knep. Lat oss tinka pa nagra exemplares.

Exempel
Vi kan enkelt skapa en inbiddning av S i R2. Vi later bli att rita den som en
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Figur 32: Skiss 6ver en avbildning, ® som misslyckas med att vara en inlevelse.
Problemet dr att framéaskjutninen av tangentrummen 7, S* och 735" hamnar
pé tangentrummen @, (7,S") = Ty(q)R? respektive TopR? = @, (T3,5') och
dessa tva dr samma underrum av R?.

atta likt ovan. Det var efterblivet gjort. I stéllet ritar vi den som en cirkel. D&

har vi en inbdddning. b3
Exempel

Vi gar upp en dimension i varje rum och ritar S? som ytan av en boll i R3. Det
kan ett barn forsta. Det blir en inbdddning. 3

For att avsluta diskussionen kring inbédddnigar, inlevelser och nedsdnkningar
presenteras ett par satser utan bevis.

Sats 4 (Whitneys)
En glatt mangfald, M, med dimension dim(M) = m) kan

* bdddas in i R?™

* livas in i R#m—1

o

Exempel

Om vi gar tillbaka till Klein-flaskan, s& &r det en tvadimensionell mangfald. Den
kan mycket riktigt livas in i R3, som vi ofta sett men den kan inte biddas in i
R3. Den kan, diremot, biddas in i R*, men det ir inte sa litt att skulptera. ¥4

Detta &ar en stark variant av Whitneys sats. Det finns &ven svagare varianter
men ocksa starkare. For skojs skull presenterar vi en starkare med
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Sats 5
En glatt mdangfald, M, med dimension dim(M) = m) kan livas in R*™—(m)
dar a(k) dr antalet ettor i bindrezpansionen av k € N. el

Detta dr em mycket intressant sats. Vi tar ett exempel pa da den kan tillimpas.

Exempel
Lat dim(M) = 3 for ndgon mangfald, M. D& kan vi enligt Whitneys sats liva
in den i R?3~1 = R®. Lat oss se vad den starkare satsen siger.

3 kan skrivas binart som 319 = 11. Antalet ettor ar alltsd 2. D& far vi alltsa
att M kan livas in i R23-2(3) = R4, Inte illa! B¢

15.4 Floden

Vi har sett hur hastigheten av en kurva i en punkt ar en vektor. Lat oss nu ga
baklanges.

Definition 52 (Integralkurva, fullstandigt vektorfélt)

Lat X wvara ett vektorfdlt pa ett knippe, (M, m, TM). En kurva, v: I CR — M
kallas for integralkurva om dess hastighet éverallt dr vektorfiltets vdrde i den
punkten. Alltsd

'U'y.'y(k) = X(7(A))

Ett vektorfdlt kallas for fullstdndigt om alla dess integralkurvor har defini-
tionsmdangd I = R. BY

Anmdrkelse. Ett ekvivalent sétt att definiera det pa ar att ett fullstdndigt
vektorfilt har ett globalt flode.

Till det kan vi kasta en sats utan bevis

Sats 6
Ett glatt vektorfilt med kompakt stéd dr fullstindigt. Y

Fran detta kan vi skapa en ny struktur

Definition 53 (Flode)
Ett fullstindigt vektorfdlt, X, pa en mdngfald, M, skapar en 1-parameter famij
av funktioner,

M Rx M- M

med
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(A p) = wp(A)

dir vy, dr integralkurvan till X med v(0) = p. h"* kallas di vektorfiltets flode.
Fér ett fizt X sa dr funktionen hy : M — M en glatt funktion. BY

Fléde ar ett beskrivande namn. Efter en viss tid (kurvparameter \) si har
testpartiklarna pa M f6ljt med strémmen X och fardats lings dess integralkurvor
enligt hX. Se figur 33 for en skiss dver situationen.

M

%\X

Figur 33: Skiss 6ver samma mangfald med olika saker inritade. Forst ett vek-
torfélt, dér pilar ritats i nagra punkter. Pilarna &ar egentligen ett slarvigt sétt
att visa riktning eftersom vektorerna lever i tangentrummen snarare &n pa
mangfalden. Sedan &r integralkurvorna till vektorfaltet inritade. Slutligen &ar tre
testpartiklar (ritade som cirkel, stjirna och fyrkant) placerade pé integralkur-
vorna, och inritade pa andra platser som de hamnar pa om de féljer flodet for
de olika parametervérdena.

15.5 Lie-grupper och Lie-algebra

Méngden av vektorfilt, T'(T'M), kan ses som antingen en modul Gver ringen av
glatta funktioner, C*° (M), eller som ett vektorrum &ver kroppen av reella tal,
R. Faktiskt far vi en Lie-algebra som ar tangentrummet vid identitetselementet
av en Lie-grupp. Vi definierar dem, vilket dven kraver ett par till definitioner.
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Definition 54 (Grupp)
En mdingd, G, med en gruppoperation

p:GxG—=G

kallas for en grupp om gruppoperationen uppfyller

* W dr associativ, s att p(u(a,b),c) = p(a, u(b,c)) for alla a,b,c € G.

* Det existerar ett identitetselement, e € G, sadant att for varje element,
g€ G, fas ple,g) = e = p(g,e).

x For varje element, g € G, sa existerar ett inverselement, g~*

wg, 97 ) =e=pulg~"9)

, Sd att

Definition 55 (Lie-grupp)
En glatt mangfald, G, som dven dr en grupp med gruppoperationen

uw:GxG—G

kallas for en Lie-grupp om denna operation dr en glatt avbildning mellan
produktmangfalden G x G och G.

Eit ekvivalent villkor dr att avbildningen
vr:GxG—G

som definieras enligt

v(g,h) = pu(g~",h)

skall vara glatt. "L

Definition 56 (Algebra)

Ett vektorrum, A, éver nagon kropp kallas for algerbra dver kroppen om det
finns en bilinjar (sluten och linjar i bida argumenten med avseende pa kroppen)
operation

[ ]:AxA— A
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Definition 57 (Lie-algebra)

Tangentrummet, T.G, till en Lie-grupps, G, identitetselement, e € G, kallas for
Lie-gruppens Lie-algebra. Den bilinjdra operationen uppfyller, forutom sdiklart
att den dr bilinjar,

* Alternerande egenskap, [x,x] =0, for alla x € A, ddr 0 dr den additiva
identiteten i A.

* Jacobi-identiteten, [z, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] = 0, for alla x,y,z € A,
ddr 0 dr den additiva identiteten i A.

oy

Anmdrkelse. Det gar att aterskapa en Lie-grupp fran dess Lie-algebra genom
exponentialavbildningen. Om vi betraktar Lie-algebran som tangentrummet sé
ger den information om de olika riktningarna i Lie-gruppen. Detta kan illustreras
i termer av invarianta vektorfalt, langs vilkas integralkurvor vi kan ta oss fran
identitetselementet till vilket gruppelement som helst. Det ligger utanfér denna
lektionsseries omfang.

Pa ett ekvivalent sdtt kan vi aterskapa en Lie-algebra fran dess Lie-grupp.

Lat oss expandera [z + y,x + y]. Vi far

[z +y,z+y] = [z, 2] + [2,9] + [y, 2] + [y, ]

(333) ~ [y + [p. 4]

Eftersom den alternerande egenskapen sédger att det ar noll sa maste vi ha att

(334) [z,y] = ~[y. ]

Alltsa operationen &r antikommutativ.

Nu kan vi prova om vara vektorer bildar en Lie-algebra 6ver R. Vi definierar
var bilinjara operation enligt

[,]: T(TM) x T(TM) - T(TM)

(335) (X.Y) s [X,Y]

som definieras av hur den verkar pa en funktion
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(336) (X, Y= X(Y[f)-Y(X))

Ar den linjir 6ver R? Ja. Ar den alternerande? Ja. Uppfyller den Jacobi-
identiteten? Ja.

Innan vi fortsétter infér vi tva begrepp

Definition 58 (Lie-delalgebra)
En delmingd, B, av en Lie-algebra, A, kallas for en Lie-delalgebra om den dr
sluten under operationen.

[x,y] € B

for alla x,y € B Y

Anmdrkelse. Detta motsvaras av en Lie-delgrupp pé Lie-grupp-nivan.

Ett striangare villkor ar

Definition 59 (Ideal)
En delmdngd, B, av en Lie-algebra, A, kallas for ett ideal om den dr sluten
under operationen ddr ena argumentet kan komma fran A. Vi far tre villkor

[z,y] € B

och

ly,z] € B

for alla x € B och y € A. B3
Anmidrkelse. Detta motsvaras av en normal Lie-delgrupp pé Lie-grupp-nivan.

Anmidrkelse. Detta bor inte forvixlas med den nérliggande definitionen av ideal
pa ringar. I det fallet far man skilja mellan vénster-ideal och hoger-ideal.

15.5.0 Strukturkonstanter

Om vi skriver var operation i nagon bas, ség X, kan vi uttrycka alla resultat
som linjarkombinationer av dessa baselement

(337) [Xi, Xj] = Cf X
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dar koefficientarna ij kallas for strukturkonstanter. P& samma satt som for-
bindelsekoefficienterna definierar forbindelsen sd definierar dessa konstanter
Lie-algebran.

Exempel

Lat oss betrakta rotationer i tre dimensioner. Vi forstar sen vi var sma att
de inte kommuterar. Rotationsgruppen, SO(3) (ortogonala transformer med
enhetsdeterminant), representeras av alla mojliga rotationer. Vi har saklart
identitetselementet, R;q4, som betyder att vi inte snurrar pa nagot. Varje rotation
har en invers, alltsa vi snurrar at andra hallet lika mycket.

Om vi betraktar Lie-gruppens Lie-algebra, s0(3) = Tg,,SO(3), alltsa dess
tangentrum vid identiteten, sa finner vi att vi kan inféra en bas, z!, 22, 23. Lat
nu nu basvektorerna Ji, Jo, J3 representera infinitesimala rotationer i dessa
riktningar (som man skruvar en skruvmejsel). Da finner vi som bekant (osiker?
se vad som hénder i en representation av gruppen néra identiteten da vi ignorerar
andra ordningen av avstandet fran identiteten)

(338) [ i, ;] = €l
Vi har alltsé hittat strukturkonstanterna for so(3). De &r Cf; = ef;.

Notera att dessa basvektorer genererar SO(3), och vi kan ganska enkelt inse
att upprepade appliceringar av dem kommer motvara vilket element som helst i
SO(3). Pa sé sétt blir korrespondensen mellan Lie-grupp och Lie-algebra tydlig
i detta fall. ey

15.6 Lie-derivata
Lat oss nu fundera &ver vad som hénder da saker transporteras langs ett flode.

Definition 60 (Lie-derivata)
Lat X wvara ett fullstindigt vektorfilt med flode hX. Dd kommer en tensor, T,
momentant forandras lings flodet enligt

* Funktion f — Lxf=Xf
* Vektorfalt, Y — LxY = [X,Y]

* Kovektorfilt, w — LxT = limy_,q %

Dér Lx kallas for Lie-derivatan med avseende pa X. Den uppfyller dven, for
(r,s) och (p,q)-tensorer T respektive S och vektorfilt X och'Y

* Lx(T+S)=LxT+LxS
* LxiyvT =LxT+ LyT
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* Lx(T®S)=LxT®S+T®LxS

Dir definitionen av Lie-derivatan av en (r, s)-tensor kan byggas fran den sista
egenskapen och definitionerna av hur vektorer och kovektorer deriveras. DY

Vi underséker hur detta blir i en karta. Lat oss borja med Lie-derivatan av ett
vektorfilt Y med avseende pé ett annat, X och se vad vi far fér komponenter.
Vi far

0 0
| nw v__ | Y yv ”w
(339) (LxY)” = X' oY < o X )Y

Vi fortsétter till (1, 1)-tensor, T

(340) (exTy, = xn g OX e OX

Tl/
Ozt P Oz~

Ooxr ¢

Ett sista ord om Lie-derivata som ligger langt utanfér omfanget men som &nda
ar for kul for att ga forbi.

Sats 7 (Cartans magiska formel)
Fér en differentiell form (antisymmetrisk (0, s)-tensor), «, och ett vektorfalt X
har vi att

Lxa =ixda+diya dir d dr den yttre derivatan och ix dr den insdttningspro-
dukten med x. I

Anmdrkelse. Se exempelvis [Hail8] for en ordentlig genomgang.

15.7 Metrisk symmetri och Killing-vektorfalt

I kaptiel 14 talade vi om symmetrier utan att vara noggranna med vad vi
menade. Har kommer en forklaring.

Definition 61 (Metrisk symmetri)
Om tillbakaryckningen lings ett flode bevarar metriken sa dr vektorfdltet som

genererar flidet en metrisk symmetri. For ett vektorfilt € med fléde h¢ bevaras
metriken, g om

(h5)"9=g

for alla N e R

Ekvivalent kan man uttrycka det i termer av framdatskjutningar.
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g((h5)«A, (h3)+B) = g(A, B)

for alla A,B € T,M och X € R. e

Vad vi egentligen séger &r att avstandet mellan A och B bevaras om vi later dem
skjutas fram lings flodet. P4 samma sétt kan vi se metriken som oférdndrad da
den rycks tillbaka langs flodet.

Vi kan se att £ dr en symmetri till g om L¢g = 0. Det &r ett sa viktigt resultat
att vi ger det ett namn.

Definition 62 (Killing-vektorfilt)
Ett vektorfilt, &, som med Lie-derivatan verkar pda en metrik, g, enligt
[:gg =0

kallas for ett Killing-vektorfdlt for metriken. Y

Inom allmén relativitet ar Killing-vektorfilt enormt viktiga eftersom de visar
pa symmetrier for metriken. Utan nog med symmetrier blir faltekvationerna
alldeles for svarlosta.

Ett nodvindigt och tillrackligt villkor for att £ ska vara ett Killing-vektorfalt
for g ar att det uppfyller Killings ekvation

(341) Vugu + vufu =0

dar V induceras av metriken.

Ett annat viktigt resultat finner vi i féljande sats

Sats 8
Lat " vara ett Killing-vektorfalt och lat v vara en geodet med hastighet A*. Da
ar £, 4" konstant lings . Y

Vi bevisar den omedelbart.

Bevis
Vi har
Viva, (§u¥") =3V (§3")
VAR € L€ AV A
(342) VAV + 67V

= 'Vyﬁuvufu + fuvwvaﬂ”
=0
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Den sista likheten kommer av att forsta termen forsvinner fran Killings ekvation,
341, och den andra termen forsvinner tack vare den geodetiska ekvationen,
23. Y

Vi avslutar diskussionen om symmetrier genom att fundera 6ver hur manga
som kan finnas.

Sats 9
Det mazximala antalet R-linjart oberoende Killing-vektorfilt som far plats i en
d-dimensionell mdangfald dr

d(d+1)
2

vilket dr lika manga som antalet oberoende komponenter i en d-dimensionell
metrik (symmetri ger att g, = gupu)- By

Ja men lat oss bevisa den typ. For att beviset skall bli litet kompakt forsoker
vi att slé fast nagra saker i forvig som forberedelse.

Fran Killings ekvation 341 har vi att den kovarianta derivatan av ett Killing-
vektorfilt, V&, , r antisymmetrisk.

For en torsionsfri férbindelse kan vet vi att Riemann-Christoffel-tensorn méter
hur mycket kovarianta derivatan av ett vektorfélt misslyckas med att kommutera
(se ekvation 20). Vi har alltsa

(343) Vuvpﬁa - vpv;tga = _B)\Upuf)\

Nu anvinder vi cykliska summan for Riemann-Christoffel-symbolen, se ekvation
21,

A
+B%,,,=0

(344) B -+ B

opp puo

Vi anvénder detta med vara Killing-vektorfalt ovan och far (addition av tre
permutationer av ekvation 343)

(345) V.Vl =V, Vo +V, Vo, — VoV, 6, +VeV,E, — Vi V€, =0

Anvénd antisymmetrin av kovarianta derivatan, ekvation 341, och sa far vi bort
ngra termer
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(346) ViVpls =V, Vule = VoV, =0

Detta innebér att vi kan byta ut differensen i ekvation 343 med bara en term,
VoV,€y =V Ve — V Vo, sa vi far

(347) vavpgﬂ = _B)\ap,ug)\

Vi har alltsa fatt Killing-vektorfélten uttryckta som ordinéra linjéra differentia-
lekvationer, dér vi med initialvillkoren fér nagon punkt, sig xo, alltsa &,(xo)
och V£, (o), kan integrera fram hela Killing-vektorfélten. Nu &r vi férberedda
nog.

Bevis

Givet £, (xo) och V., (o), for nagon koordinatpunkt, g, sa kan vi fa hogre
ordningens derivator genom att derivera ekvation 347. Detta kan ske till god-
tyckligt hog ordning och resultatet i ¢ blir alltid linjirkombinationer av &, (zo)
och V&, (xo).

Da kan vi uttrycka &,(x) som en Taylor-utveckling’ runt o, och da far man
ocksé en linjarkombination av &,(x¢) och V,&,(x¢). Vi skriver det pa formen
(hdr anvinder vi (n) for att halla i sér olika falt, det &r inte ett index som alla
andra)

€09 (2) = A (w;20)€L" (20) + By (2, 20) V™ (o)

Koefficienterna, A och B beror av metriken och av xy, men de beror inte
av initialvillkoren, &, (zo) och V,£,(xo), och &r saledes gemensamma for alla
Killing-vektorfalt. Om nagra Killing-vektorfilt &r R-linjért oberoende far de
inte tillfredsstélla (utom triviella fallet)

Z S () =0

n

For konstanter, ¢(,). Om vi nu betraktar vart uttryck for f,()") (z0) i d dimensioner
s& ser vi att det finns d sddana oberoende. Vi har dértill @ oberoende
V.&,(x0), dir vi minns fran ekvation 341 att antisymmetrin drar ned antalet
oberoende fran d?. Summan av oberoende initialvillkor, som alltsa ger R-linjirt
oberoende vektorfélt, dr alltsa @. BY

TOm det &r obekant sé rekommenderas valfri bok i matematisk analys, jag skulle ta Rudin
kanske. Ahlfors ar ratt bra med, da far man komplex pa kopet.
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A Notation och konventioner

Notationen dmnar f6lja etablerade konventioner inom teoretisk fysik. Dessa kan
te sig mérkliga for en turist men de &r genomténkta och praktiska.

A.0 Linjar algebra

Element ur vektorrum eller moduler betecknas inte pa nagot sarskilt satt utan
det &r upp till ldsaren att av sammanhanget forsta vad for slags objekt vi sysslar
med. Man hade kunnat anviinda fet-stil eller sdtta en pil 6ver dem men sa gor
vi inte och det &r det vanliga.

Givet en bas sa betecknas basvektorerna med ett index i nedre positionen.
Komponenterna som hor till basvektorerna for att genom en linjérkombination
beskriva godtyckliga vektorer betecknas med index i 6vre position. For en vektor,
v med bas e skrivs vektorn alltsa i basen som

(348) v=1le;
diir v’ ér element ur kroppen (ringen) och e; ér basvektorer i vektorrummet
(baselement i modulen).

Notera &dven att Einsteins konvention géller, sa att upprepade indices implicit
summeras 6ver. Det medfér att ) forsvinner fran manga uttryck

(349) Z ajbj — ajbj
J

For kovektorer giller samma princip fast med det omvénda, alltsa en kovektor,
w, skrivs i en bas, €, som

(350) w = wje
Déar basvektorerna alltsé har sina indices uppe och komponenterna har sina dér
nere.

For en (r, s)-tensor giller att dess komponenter har r indices uppe och s indices
nere, och att dessa atfoljs av en tensorprodukt av r faktorer av basvektorer med
indices nere och s faktorer av dualbasvektorer med indices uppe.

Som bas for dualrummet valjs alltid dualbasen, s& att ejek = (5;?.

Tack vare dualbasen behover vi aldrig skriva ut basvektorer eller baskovektorer
vid en inre produkt eftersom den inre produkten blir densamma som produkten
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av komponenterna. Ibland refererar vi darfor till komponenterna av en tensor
som tensorn sjilv fast detta ar slarvigt. Typiskt forekommer uttryck sa som
“en vektor, A*” eller "en (0, 2)-tensor, S,,” dér en bas &r underforstadd och vi
behandlar komponenterna som representationen fér tensorn.

Om inget missforstand kan ske skrivs ibland kontraktionen av en tensor med sig
sjdlv som en tensor med samma symbol. En (r, s)-tensor kan alltsd dras samman
till en (r — 1, s — 1)-tensor. Om missforstand kan ske anvénds ej samma symbol,
exempelvis har B%.s flera kontraktioner. Da vi ur den definierar Ricci-tensorn,
Rgs = B%,,s anvinds darfor en annan symbol. Ricci-tensorn har daremot bara
en mojlig kontraktion som &r Ricci-skaldren, R = 955R55 = Rg , och déarfor
anviands samma symbol, R, for bada.

Om samma symbol férekommer med indices pa andra platser sa innebér det
att den musikaliska isomorfin anvénts.

Exempel
Lat A* vara en vektor. Om A, férekommer i samma sammanhang sa asyftas

(351) Ay = gAY
e

Exempel
Lat T}, vara en (0,2)-tensor. Om T*, forekommer i samma sammanhang sa
asyftas

(352) TF, = Th,g™"

Dér g®* #r komponenter av invers-metriken, g~!. Denna notationsegenhet iir
viktig att minnas eftersom den anvénds s& gott som i all litteratur. Utan den
skulle notationen bli mycket kladdigare. BY

A.0.0 Indices

Indices fran grekiska alfabetet 16per mellan 0 och 3. Indices fran latinska alfabetet
16per mellan 1 och 3.

A.1 Derivator

For derivata med avseende pa nagon variabel, sig A, anvands %. For partialde-

rivata anvinds pa motsvarande sétt, for koordinaten x*, %. Detta forkortas
ofta till J, om basen &r underforstadd.

Om inget missforstand kan ske betecknas derivata ibland med f . Upprepad
derivering ger da f. Detta anvéinds typiskt da funktioner bara beror av en
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variabel (exempelvis en kurva som beror av en parameter, en radiell koordinat
som bara beror av tiden eller universums expansion, a) eller da det framgér av
sammanhanget med avseende pa vilken variabel som deriveringen sker. Denna
notation anvénds enbart for att spara plats.

P& samma sitt anviinds notationen f’ for att referera till f, &ven hir med
samma antaganden att det framgar av sammanhanget med avseende pa vilken
variabel deriveringen sker. Denna notation anvinds mycket sparsamt i dessa
lektioner.

83;1 som S . Upprepad deri-

En vanlig notation fér derivator &r att beteckna
vering ger da att axafasw > betecknas som S ,,. Ordningen spelar ingen roll for
glatta funktioner (men man far se upp annars). Denna notation anvénds inte i

dessa lektioner.

Kovariant derivata betecknas med V xY déar den kovarianta derivatan av Y med
avseende pa X asyftas. Typiskt &r det med avseende pa en koordinatinducerad
basvektor, d,, och da forkortas det som V.

En motsvarande notation for kovariant derivata dr V,.§ — S.,,. Ibland forekom-
mer dven S.,. Dessa kommuterar inte som partialderivator, sa ordningen spelar
roll hér. Den skrivs som V,(VgS) = 5,5, eller S,3,. Denna notation anvinds
inte heller i dessa lektioner.

A.2 Faltteori

Typiskt betecknar vi lagrangiandensiteten med L, snarare dn .Z; och kallar den
for lagrangianen, vilket &r slarvigt men typiskt da vi sysslar med faltteorier.

A.3 Metrik och baglangd

Metrikens signatur ar den s kallade mest minus. Den &r den nést intill uteslu-
tande konventionen inom kvantféltteori och &ven den vanligaste inom relativi-
tetsteori. En Lorentz-signatur skrivs alltsd med ett positivt tecken och resten
negativa. Mer specifikt for var 4-dimensionella metrik (4, —, —, —).

Da vi beskriver olika metriker, i synnerhet fér svarta hal anvinds véxelvis
uttrycken metrik, g, och baglingd, ds?. Vi menar samma sak. Typiskt &r dock
att inte skriva ut tensorprodukterna di man talar om baglingd (egentligen
bara slarvig notation), men det &r viktigt att minnas att de verkligen ar dér i
metriken. Vi skulle alltsad exempelvis kunna skriva

g=a-dtdt —b-dr®dy—b-dyxdr —c-dr®dx

353
(353) ds®> =a-dt? —2b-dedy — c - da?

och mena exakt samma sak med bada verserna.
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A.4 Kurvor

Kurvor, i detta sammanhang, &r kontinuerliga (oftast rentav glatta) avbild-
ningar fran R till en méangfald, M. Ibland &r definitionsméngden hela R, och
ibland nagot intervall, I = (a,b) C R. Argumentet till en kurva kallas for
kurvparametern.

En omparametrisering av en kurva &r giltig om den &r strikt monoton funktion,
@, sd att A — ¢(\). For vara sammanhang &r vi intresserade av sjilvparallella
kurvor. Den egenskapen bevaras inte vid s& allmidna omparametriseringar utan
i stéllet begrdnsar vi oss till affina transformer pa formen A — k- A 4+ Ao, med
k > 0 och \g konstanter.

Kurvans hastighet betecknas med v, och i en punkt, p = y(7) som v, () = V4,p-
Uy € F(TM), Vyy(r) € T,M.
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B Vidare lasning

For den som onskar vidareutbilda sig i &mnet foreslas foljande.

B.0 Bakomliggande matematik

Den bésta introduktionen till multilinjér algebra och manga av differential-
geometrins koncept fas i [Hail8]. Dar laggs sirskild vikt vid antisymmetriska
tensorer.

For differentialgeometri i allménhet har ingen skrivit nagon bra bok. Ett stan-
dardverk dr [Lee09] som gott och vél tdcker den grundldggande teorin. For en
god introduktion till de relevanta delarna rekommenderas Fredric P. Schullers
kurser i allmén relativitet [Sch15a] och i den teoretiska fysikens geometriska
anatomi [Sch15b]. Bada kurserna finns inspelade pa video.

For fordjupning inom Lie-algebra rekommenderas den kompakta men mycket
anvindbara [Cah06] och det vélskrivna standarverket [Jac79].

B.1 Teorin i allmanhet

En mycket vélskriven och kortfattad sammanfattning av teorin fas i [Dir75].
Standardverk &r [Wei72] och [Mis73]. De &r mycket tunga och técker in enormt
mycket. En ytterligare bok med obegripligt stor tackning &ar [Bla24], som
i synnerhet behandlar de faltteoretiska aspekterna och variationsanalysen i
enastaende detalj.

B.2 Rumtiden

En kompakt och vélskriven bok som handlar om rumtidens struktur &r [Sch50].
Den &r mycket matematiskt tillfredsstéllande, i synnerhet i hur den behandlar
forbindelser utan metrik.

B.3 Tillampningar

For beskrivningar av svarta hal rekommenderas [Car97]. En bok som behandlar
svarta hal, gravitationella vagor, kosmologi och flera andra tillimpningar mycket
vil dr [Rin01].

B.4 Avancerad fordjupning

Standardverket for avancerad teori d&r [Wal84]. Denna gér inte igenom teorins
grunder sa vil utan fokuserar pa fordjupning. Sérskilt fint behandlar den
symmetrier och gar &ven in pa spinorer och kvantfaltteori i krokt rumtid. Ett
problem med den &r att den har nagra sma egenheter angdende konventioner
(metrisk signatur, definition av Riemann-Christoffel-symbolen och annat).

161



Referenser

[A23]
[Sch50]

[Pes95]
[Lee09]

[Hail§]
[Gel94]

[Dir75]
[Walg4]
[Bla24]
[Car97]
[Mis73]
[Wei72]
[Rin01]
[Sch15a]

[Sch15b]

[Cah06]

[JacT9]

A. Panache Martius. Samizdat, 2023.

Erwin Schrédinger. Space time structure. Cambridge University Press,
1950.

Schréder Peskin. An Introduction to Quantum Field Theory. CRC
Press, 1995.

Jeffrey Lee. Manifolds and Diffrential Geometry. American Mathe-
matical Society, 2009.

Guillemin & Haine. Differential Forms. Sjalvpublicerat utkast, 2018.

Zelevinsky Gelfand Kapranov. Discriminants, Resultants, and Multi-
dimensional Determinants. Springer Verlag, 1994.

Paul Adrien Maurice Dirac. General Theory of Relativity. John Wiley
& sons, 1975.

Robert Wald. General relativity. University of Chicago Press, 1984.

Matthias Blau. Lecture Notes on General Relativity. Sjalvpublicerat
pa internet via Albert Einstein Center for Fundamental Physics,
Institut fiir Theoretishe Physik, Universitdat Bern, 2024.

Sean Carrol. Lecture Notes on General Relativity. Sjalvpublicerat pa
arXiv, 1997.

Wheeler Misner Thorne. Gravitation. Princeton University Press,
1973.

Steven Weinberg. Gravitation and Cosmology. John Wiley & sons,
1972.

Wolfgang Rindler. Relativity - Special, General and Cosmological.
Oxford University Press, 2001.

Fredric Schuller. General Relativity. Video lectures. WE-Heraeus
International Winter School on Gravity och Light, 2015.

Fredric Schuller. The Geometrical Anatomy of Theoretical Physics.
Video lectures. Friedrich-Alexander Universitit Erlangen-Niirnberg,
2015.

Robert Cahn. Semi-simple Lie Algebras and Their Representations.
Dover Publications, 2006.

Nathan Jacobson. Lie Algebras. Dover Publications, 1979.

162



	I: Matematiskt ramverk
	Lektion: topologi och glatta mångfalder
	Mål
	Topologi
	Mångfalder
	Kartor
	Glatta mångfalder

	Lektion: kurvor, hastigheter och tangentrum
	Mål
	Kurvor
	Hastighet
	Tangentrum
	Duala tangentrummet

	Lektion: fält, krökning och förbindelser
	Mål
	Tvärsnitt på fiberknippen
	Kotangentknippe
	Förbindelser
	Algebraisk väg till förbindelsen
	Geometrisk väg till förbindelsen

	Kovariant derivata
	Kovariant derivata av kovektorfält

	Lektion: geodeter, torsion och mått på krökningen
	Mål
	Riemann-Christoffel-tensorn, ett mått på krökningen
	Geometrisk bild
	Algebraisk bild
	Torsion
	Symmetrier hos Riemann-Christoffel-tensorn

	Geodeter - raka kurvor
	Omparametrisering av geodeter
	Metrik längs geodeter

	Lektion: tensorer, metrik och stationära kurvor
	Mål
	Tensorprodukt
	Utflykt: isärtagbara tensorer
	Metrik
	Metrisk signatur
	Ljuskoner
	Tidsriktning
	Metrisk förbindelse
	Metrisk kompatibilitet genom parallelltransport
	Metrisk kompatibilitet med stationära kurvor
	Metrisk förbindelse


	Lektion: integraler och densiteter
	Mål
	Integral av skalära fält
	Byte av variabler under integral
	Volymformer, orientering och densiteter
	Integral över en kartdomän
	Integral över hela mångfalden

	II: Fysik
	Lektion: materia och rörelsemängd
	Mål
	Återblick över strukturen
	Energi och rörelsemängd
	Massa
	Verkansprincipen och Noethers sats
	Härledning av SEM-tensorn givet en teoris symmetri

	Lektion: allmän relativitetsteori
	Mål
	Första ansats
	Hilberts ansats
	Variation av Hilberts verkan
	Tillägg av materia till Hilberts verkan
	Fältekvationerna
	Graviationell konstant

	III: Tillämpningar
	Lektion: newtonska gränsen, rödskifte och tvillingproblemet
	Den Newtonska gränsen
	Gravitationellt rödskifte
	Tvillingproblemet

	Lektion: svarta hål
	Schwarzschild-metriken
	Svarta hål, utsidan
	Svarta hål, insidan

	Lektion: visualisering av rumtid och svarta hål
	Radiella ljuslika geodeter
	Eddington-Finkelstein-koordinater
	Kruskal-koordinater
	Penrose-diagram
	Minkowski-metrik i Penrose-diagram
	Schwarzschild-metrik i Penrose-diagram
	Gravitationell kollaps i Penrose-diagram

	Lektion: exotiska svarta hål
	Reissner-Nordström-metriken
	Fall: m2 < p2 + q2
	Fall: m2 > p2 + q2
	Fall: m2 = p2 + q2

	Kerr-metriken
	Kerr-Newman-metriken

	Lektion: sattelitnavigation, Merkurius precession och gravitationella linser
	Sattelitnavigation
	Tidslika geodeter i Schwarzshild-metriken
	Merkurius precession
	Gravitationella linser

	Lektion: gravitationella vågor
	Vågekvationen
	Linjär approximation för rumtiden
	Gravitationella vågor
	Polarisering av gravitationella vågor
	Geodeter i gravitationella vågor

	Lektion: kosmologi
	Kosmos
	Expansion
	Universums ålder
	Den kosmologiska konstanten, 
	Universums utveckling, den tidiga epoken
	Antaganden
	Einstein-tensorn
	Materia i homogent och isotropt universum
	Test av vår ansats

	Modeller för vätskor
	Lösningar

	Universums utveckling, den senare epoken
	Densitetsparametrar
	Dominerande materiemodell under universums utveckling

	Ett sent universum
	Krökningsregioner
	Accelerationsregioner
	Återkollaps

	Mätningar, mörk materia och energi

	IV: Fördjupning
	Extralektion: matematisk fördjupning
	Härledning av Euler-Lagranges ekvationer
	Noethers sats
	SEM-tensorn
	Elektrisk ström

	Palatinis identitet
	Mer om mångfalder och knippen
	Delmångfalder
	Framåtskjutningar och tillbakaryckningar
	Inducerad metrik
	Inbäddningar, nedsänkningar och inlevelser

	Flöden
	Lie-grupper och Lie-algebra
	Strukturkonstanter

	Lie-derivata
	Metrisk symmetri och Killing-vektorfält

	Notation och konventioner
	Linjär algebra
	Indices

	Derivator
	Fältteori
	Metrik och båglängd
	Kurvor

	Vidare läsning
	Bakomliggande matematik
	Teorin i allmänhet
	Rumtiden
	Tillämpningar
	Avancerad fördjupning

	Referenser

