Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Ifran antagande om ekvivalens mellan raka och stationédra kurvor

Anders

7 oktober 2023

Sammanfattning

Hari hérleds Levi-Civita-forbindelsen utifran antaganden om torsionsfrihet
och ekvivalens mellan stationdra kurvor och raka kurvor.
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Figur 0: Nagon tuff kurva, 7, som avbildar nagon reell parameter pa mangfalden
och sedan kartans avbildning pa R,

0 Forberedelser

0.0 Kurvor pa mangfalder

Lat oss till borjan anta en mangfald, M, med nagon topologi och en atlas som
ar minst C'. En kurva, +y, ir en funktion

(0) viR— M
(1) A= ()

Dér definitionsméngden ofta begrénsas till ett dndligt och sammanhéngande
intervall, typiskt A € [0, 1].

Givet en karta, (U,z) (U en 6ppen méingd i M och z en funktion M — R? dir
d = dim(M)), kan vi skriva kartan i dess komponenter

(2) zovy:R—RY
(3) A (%0

Genom att betrakta dessa funktioner kan vi avgora kurvans egenskaper med
avseende pa kontinuitet, deriverbarhet &sv. Vi kommer anta att kurvan &r
deriverbar med kontinuerlig derivata, alltsa av klass C''(M).



0.1 Variation av kurvor

P& méangfalden ar inte addition definierat och det stéaller till problemata for
oss. Vi Onskar definiera ett uttryck i stil med § = v” + "¢, dér ~, § och ¢
alla &r kurvor pad M som &r definierade pa intervallet [0, 1]. En naiv definition
hade varit att definiera additionen punktvis, men det 4r hopplost direkt pa
mangfalden. Vi tvingas i stéllet att definiera summan av kurvor givet en kartaﬂ

(4) b=+, 9p:R=>M
(5) A a7 (@ o) +ga (z09)]

Dér vi for tydlighetens skull noterat att additionen &r kartberoendeﬂ och den
andra additionen ér den vanliga komponentvisa additionen i R?.

Vi kommer sa smaningom inse att denna definition &r anvindbar sa ldnge den
ar valdefinierad, alltsa ndr vi anvinder den ska den inte bero pa vilken karta vi
véljer att anvinda.

%N

Slutligen for att variera en kurva vill vi ha ett uttryck pa formen § = ~”+7¢”- 7,
dér £ > 0 ar nagon reell parameter. Vi inser ju att vi inte har nagot satt att
definiera multiplikation mellan ett reellt tal och en kurva sa vi far aterigen ga
ned i en karta och definiera enligt:

(6) d=v4zep:R=>M
(7) N 271 (@07) g (= 20 9)]

Dér den forsta multiplikationen dr kartberoende och den andra &r den vilkdnda
S-multiplikationen pa R<.

For att nu definiera en variation med forsvinnande randvillkor, alltsé att §(0) =
7(0) och §(1) = (1) sa vill vi ha att x o ¢ ska avbildas p& origo i R? for
intervallets &ndpunkter. Lat oss siga att punkten w € M &r just den unika
punkt sddan att a(w) = Oga. DA kréver vi att ¢ ar en slinga med utgdngspunkt
w.

Vi har nu ett sitt att kontinuerligt variera kurvor pa och det kommer vi straxt
fa anvindning for.

0.2 Raka kurvor

En kurva

TF6r enkelhetens skull ténker vi oss hidanefter en karta, men det gar saklart bra med
flera Overlappande kartor. Notationen kladdas emellertid ned da eftersom vi far beakta
overforingsfunktionerna mellan kartorna.

#Varningsklocka: DING!! DING!!



Figur 1: Definition av addition av kurvor pa en mangfald givet en karta.

(8) v R— M

som l6per med nagon parameter ldngs en mangfald, M, kallas fér rak om den
uppfyller villkoret (den geodetiska ekvationen)

(9) Vo, vy =0

Med andra ord sa ska kurvans hastighet deriverat med avseende pa kurvans
hastighet vara noll. Nu unfér vi en karta,

(10) z: M —R?

dér d ar mangfaldens dimension. Vi infér beteckningen

(11) A =(zoy)*: R — R?

Med denna notation kan vi skriva hastighetens komponenter som

(12) (w0 v = -z o ()"
(13) 4



Vi undersoker nu hur en geodet ser ut i var karta:

(14) Vi, (700) = ¥V ,u(770,)

(15) = ﬁu(a,u;yy)au + ,'yli/yl’v#aﬂ
(16) =570, + V*4T7,,05

(17) ~0

Sa for komponenterna géller 47 + "y“"y”l“fw =0.

0.3 Stationara kurvor

En kurva, ~, ar stationdr, om den uppfyller villkoret

(18) 55 =0

Déar S ar kurvans lingd. For en metrik,

(19) G:T,M xT,M - R

s& har vi kurvans ldngd

(20) S = /d/\\/g(vﬂ,,v,y)

dar X &ar kurvparameternﬂ Vi infér ifran denna metrik en motsvarande g, som
ar punktvis definierad pa R? enligt var karta. Om inget annat anges sa syftar
punkten pa x oy(\). Da kan vi skriva kurvlédngden i komponenter

(21) S = /d)n/glw"y#"y”
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Nu ar det dags. Vi borjar med att variera en kurva som ar parametriserad pa
intervallet [0, 1]

TNotera for GUds skull att G ar definierat punktvis pad M s den kommer variera lings
kurvan.



(22) =+ ept

Dér e ar nagon liten, positiv, parameter och p#(0) = ¢*(1) = 0, &ndpunkterna
ar alltsa fasta. Vi far pa samma sétt en variation i hastigheterna

(23) i 4 et

Och i metriken

(24) G (V") = G, (Y + ")

Lat oss sdtta in detta i vart uttryck for kurvldngden

1
(25) S = [ /o, (0 + e+ )3+ 27)
0

Vi utvecklar metriken i forsta ordningen, g,, (Y* +€¢®) = guv +€9*0a gy, och
kastar 6vriga termer med motiveringen att endast termer linjara i € kommer
overleva att derivera med avseende pa e och sen lata € ga mot 0.

Vi samlar alltsd termer som &r linjira i € och sldnger resten och far

1
(26) S = /d)\\/s[gm,gb“"yl’ +9WW<P” + pyrgY ag;w]
0

Derivering med avseende pa e och lata ¢ — 0, innebér att vi far en kvot i
integranden enligt

1
d e ey ey
(27) 68 = / —— 9"V + g A+ O YA g
0

A
VG Y

Utan att byta notatiorﬂ valjer vi har att parametrisera om kurvan sa att
nadmnaren ar konstant 1. Notera att vi inte behéver en affin parameter utan
bara en monoton parametelﬂ

TMer explicit definierar vi en ny funktion, \, som vi rakar beteckna med samma symbol
som var tidigare parameter och betraktar denna som var nya parameter.
# Andra argument kan anvindas, se exempelvis Rindler eller Weinberg
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1
(28) 08 = /d)‘g;w‘p“j/y + g;w'yp‘%bu + (Pa;y'u;yuaag;w
0

Nu kor vi partiell integration pa de forsta tva termerna

1
(29) [ drgpn®
0
/ d
(30) ~ ((93")2" 1 [ ANJ5 (035"
0

Dér vi inser att forsta termen i sista hogerledet ar noll pa grund av randvillkoren
pa . Derivatan med avseende pa A rdknas ut enligtﬂ

d

(31) a(g,“ﬂ”) = ;Yﬁ;yyamg;u/ + guu;}‘/y

Vi sdtter in detta i var kurvlangd och far integranden

(32) VY Oaguw — ¥V P Ongur — G P = V0" Ongur — G "

Genom att byta namn pa indices som summeras 6ver (kan ju inte gora skada)
s& kan vi skriva om till

i forsta termen dndrar vi inga indices, i andra termen kor vi forst © — « sen
Kk — p, i tredje kor vi v — X och pu — «, i fjarde kor vi v — a och kK — v och i
den femte kor vi slutligen © — X och v — ¢

(33) Saa;yu;yyaaguu - ;YH;YMQOQ nYav — ;)/V;YMSDQ vOua — 290&'.)./)\90&

Nu dividerar vi allt med "y”ﬁ“gpo‘m och far

..A

A
(34) aozguu - a,ugocu - avg,ua - 2904)\ ’.}/“’.}/V

TVar uppmérksam har med inre derivator och minns att g &r en funktion lings y

fNotera att detta dr vildefinierat ty denna produkt ej kan vara 0 utom i de punkter dir
x o ar 0 och dar ar dnda villkoret alltid uppfyllt, och dértill att det inte &ndrar villkoret
0S8 =0.



Vi noterar att vi inte langre dr beroende av variationen. Om integranden &r 0
s& maste kurvan vara stationdr. Har utnyttjar vi den geodetiska ekvationen

(35) AP+ AT, =0
(36) =
»}/P
37 p =
37) . ol

Insatt i vart uttryck har vi alltsa

(38) aozg;w - a,ugow - al/gua + 2ga>\rﬁy

For att detta ska vara 0 overallt s& har vi alltsa villkoret

(39) _2ga)\rl);u = OaGuv — augow - 3ug,w

Verka med minus en halv ganger inversen av metriken

1

(40) F;);u = 75(971)&1[8&9#1/ - a,ugow - aygua]

Vilket ger vart sokta uttryck for Levi-Civita-forbindelsens forbindelsekoefficien-
ter.
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