Presentation: Harledning av Levi-Civita-forbindelsen
Ifran antagande om ekvivalens mellan raka och stationéra kurvor
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Det slutgiltiga malet &r att skriva forbindelsekoefficienterna, I'
partiella deriator, 0, av metriken, g, .

Mer specifikt vill vi i slutdndan komma till likheten

L _ (o
(O) Fl/)u = _i(g 1)/\ [aozguu - augocy - &/guoz]

Forbindelsen som definieras av de koeflicienterna kallas Levi- Civita-forbindelsen.



Inbjudan till differentialgeometri
Publiken antas vara ok pa matte i allménhet.

Vi ror oss pa en glatt mangfald med en metrik och en férbindelse. Vad vi har ar
alltsa:

%

En méangd som vi kallar mangfald, M, vars element vi kallar punkter.

%

En toplogi, O.

%

En glatt atlas, o7 (glatt definierat sa som att alla 6vergangsfunktioner mellan
kartor ar glatta).

En metrik g : T,M x T,M — R.

En forbindelse, V : T,M x @4Sq T, M — QS0 T,M.

%

>

Notera punktvis definition av metrik och férbindelse (och hur férbindelsen naturligt
kan utvidgas).



Riemannska geometrins fundamentalsats

Slarvig formulering;:

Det finns for varje metrisk mangfald exakt en unik férbindelse,
Levi-Civita-férbindelsen, som uppfyller de tva villkoren

Vg =0, Metrisk kompatibilitet
och

Ff‘w = Fﬁu, Torsionsfrihet



Riemannska geometrins fundamentalsats

Levi-Civita-férbindelsen uppvisar en viktig egenskap, ndmligen ekvivalens mellan
stationdra kurvor och raka kurvor.

En kurvas krékning bestdms av forbindelsen.
En kurvas lingd bestdms av metriken.

Levi-Civita-forbindelsen bestammer alltsd en relation mellan forbindelsen och
metriken.



Raka kurvor

En kurva

(1) v:R—>M

som 16per med nagon parameter lings en mangfald, M, kallas fér rak om den
uppfyller villkoret (den geodetiska ekvationen)

(2) Vv, =0
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Raka kurvor
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Figur: Nagon sot kurva, =, som avbildar nagon reell parameter pa mangfalden.




Raka kurvor

Med andra ord sa ska kurvans hastighet deriverat med avseende pa kurvans
hastighet vara noll. Nu unfér vi en karta,

(3) z: M —R?

dar d ar mangfaldens dimension. Vi infér beteckningen

(4) A =(zoy)* : R - R?



Raka kurvor

Figur: v i koordinater enligt kartan z.



Raka kurvor

Med denna notation kan vi skriva hastighetens komponenter som



Raka kurvor

Vi underséker nu hur en geodet ser ut i var karta:

(7) Vﬁf‘au ("Yyal/) = ;Yuvu("yuau)

(8) = "Yu (@L"YV)OV + ’W'Vvuau
(9) = 5P0, + 444" T%, 0,

(10) =0

S& f6r komponenterna giller 4° + 4#4*T',, = 0.

10 /9K



Stationara kurvor

En kurva, v, ar stationdr, om den uppfyller villkoret

(11) 55 =0

Déar S ar kurvans langd.
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Stationara kurvor

(12) S:/d)\\/g(vy,vw)

dar A ar kurvparametern. Om inget annat anges s& syftar punkten pa z o y(A). Da
kan vi skriva kurvldngden i komponenter

(13) g = / AN/ G
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Nu nér grunden &r lagd kan vi ga vidare och koncentrera oss pa uppgiften. Vad vi
onskar ar att hirleda Levi-Civita-forbindelsen fran tva antaganden:

Torsionsfrihet <- Nej jag tror denna foljer for jag antar det aldrig nagonstans? Ja sa
ar det!

Ekvivalens mellan stationira kurvor och raka kurvor.

Strategin blir att variera en rak kurva och visa att férbvindelsekoefficienterna ges av
metrikens partialderivator.

Later inte sarskilt svart.
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen
Vi borjar med att variera en rak kurva som &r parametriserad pa intervallet [0, 1].

(14) =t + et

Dér e ar nagon liten, positiv, parameter och ¢*(0) = ¢#(1) = 0, &ndpunkterna ar
alltsa fasta. Vi far pa samma sitt en variation i hastigheterna

(15) oy A4 e

Och i metriken

(16) 9w (V") = G, (V" + ")
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Figur: Kurva och variation av kurva. Notera att &ndpunkter ar féista.
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Héarledning av Levi-Civita-forbindelsen

Lat oss sétta in detta i vart uttryck for kurvlangden

1
(17) 5= [ a0+ )G+ ) + o)

Vi utvecklar metriken i férsta ordningen, g,, (Y* 4+ %) = g + €9*Oaguw + O(?),
och kastar s& smaningom &6vriga termer med motiveringen att endast termer linjara i
€ kommer 6verleva att derivera med avseende pa € och sen lata € ga mot 0.
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Vi samlar alltsa termer som é&r linjara i e

1
(18) S = /0 d)\\/e[guygb/‘"y” + gw/;}“u‘;by + X yryY o G + 6(52)]

Derivering med avseende pé ¢ och lata € — 0, innebér att vi far en kvot i
integranden enligt

1

A
(19) 65 =/ 9"V + G S+ VY Oa g
0 GuYHYY W w o
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Den har ser jobbig ut

dX

(20)

men vi kan baka in den i parametriseringen av kurvorna. Vi gor det utan att dndra
var notation. Vi kallar fortfarande parametern for A och A € [0, 1].
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Héarledning av Levi-Civita-forbindelsen

Detta forenklar var likhet en smula. Vi har alltsd vart villkor:

1
(21) 08 = /0 d)‘[g;wﬁb'u;yu + g;u/"YMQbV + Soa;yﬂ'yuaocguu]

Ett problem hér &r termerna som innehaller variationskurvan, ¢ och dess hastighet,
. Utan dem hade vi haft ett villkor pa integranden i stéllet for integralen.

Var strategi blir att faktorisera ut dem med hjélp av att dndra ¢ — ¢ med partiell
integration.
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

1
AAGu "' y”

(23) [ guu7 d)‘ a\ g;u/)/ )90

/01
=

Dér vi inser att forsta termen i sista hogerledet &r noll pa grund av randvillkoren péa
. Derivatan med avseende pa A rdknas ut enligt

d N .
(24) ﬁ(gw/}/ ) =77 8&.9}“/ + Gy

920N /9O



Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Vi sédtter in detta i var kurvldngd och far integranden

(25) Qpa;y“;yyaagw/ - 7H;7V90Haﬁguu - guu;)./l/@'u - 7./5;7#901/8&9#1/ - glw;}'/#(p’/

Genom att byta namn pa indices som summeras 6ver (kan ju inte gora skada) s& kan
vi skriva om till

i forsta termen &ndrar vi inga indices, i andra termen kor vi forst p — « sen kK — p,
i tredje kor vi v — X och 4 — «, i fjirde kor vi v — « och K — v och i den femte
kor vi slutligen p1 — A och v — ¢

(26) (POC;)/M;YV aGuv — ;Y'u;)/u@aaugaz/ - ;)/V;Y'uﬁpaal/g,ua - 2ga>ﬁ’/\900l
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Nu dividerar vi allt med 4*¢® och far

..)\

(27) aagw/ - 8#9(11/ - aug,u,a - zga)\W

Vi noterar att vi inte ldngre ar beroende av variationen. Om integranden ar 0 sa
maste kurvan vara stationdr.
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Har utnyttjar vi den geodetiska ekvationen

(28) AP+ AT, =0

(29) —
,')'/P

30 e =

( ) 22 ’7“’)’”

Insatt i vart uttryck har vi alltsa

(31> aagp,l/ - apgau - augua + 290()\1121/
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

For att detta ska vara 0 overallt sd har vi alltsa villkoret

(32> _zgaAF;);y = aag;w - augau - 8ugua

Vilket ger vart sokta uttryck for Levi-Civita-forbindelsens forbindelsekoefficienter

1

(33) F;);zx = _5(971))\0{[8049;11/ - augoa/ - 8Vgua]
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Harledning av Levi-Civita-forbindelsen

Tack for att ni pallade lyssna!

=/ OQ



Bonus

Mal till EOY

* 110 kg bank
* 65 kg press

* Sprécka skjortdrmen

90O



Bonus bonus

Fem grejer jag ar tacksam Gver

Att ni existerar

Att ni vill vara mina vanner

*
*

* Att ni vill komma pé besdk

* Att vi kan ha en s& trevlig stund
*

Att vi kan gora detta igen nagon gang

97 /1 OQ
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